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Misto predmluvy

» - .. Tenkrat (v roce 1870) tam méli jenom dvacet mil daleko; nasi otcové mohli
o pulnoci na patnécty listopad vyrazit z Jeffersonu v bryckdch a zebfiniacich
(jezdec na koni to dokdzal jesté rychleji) a za Gsvitu uz byli na ¢ihané na jelena
nebo medvéda. Dokonce jesté v roce 1905 ustoupila divo¢ina jenom o dalsich
dvacet mil; zZebrinakim s nakladem pusek, jidla a véci na spani stacilo vyra-
zit aZ pri zapadu slunce; a pak néjaka severni drevarska spolecnost postavila
uzkokolejnou drahu na dopravu klad, ktera se napojovala na hlavni trat a pro-
bihala ani ne mili od nového tabora majora De Spaina, kde mu ze zdvorilosti
zridili zastédvku, aby major De Spain mohl se svymi hosty vystoupit a setkat
se s zebrindky, které tam odjely predchoziho dne. Ale kolem roku 1925 jsme
uz vidéli, jak vSechno zanikd. Major De Spain a ostatni ze staré skupiny, az na
naseho bratrance Ika a Boona, uz zemveli a (ted byla celd silnice k Jeffersonu
k De Spainové zastavce drahy posypand $térkem) jejich dédicové vypinali mo-
tory svych aut pfi zvuku sekyr a pil v mistech, kde je$té pred rokem slychali
jenom $tékot bézicich loveckych psi. Protoze Manfred De Spain byl bankér,
ne lovec jako jeho otec; obchodoval v pachtovnich smlouvéach, prodaval ptidu
a stavebni drevo a kolem roku 1940 lidé — my — vSechno nalozili na dodavkova
auta a jeli dvé sté mil po dlazdénych silnicich, aby nasli aspon tolik divociny,
kde by mohli rozbit stany; ale kolem roku 1980 bude uz auto zastaraly pro-
stfedek, jak se dostat nékam do divociny, protoze by auto muselo tu hledanou
divocinu samo vyrobit. Ale snad lidé — ty sam — najdou divocinu na zadni
strané Marsu nebo Mésice, kde se snad jesté daji lovit medvédi a jeleni. ...“

William Faulkner, The Reivers, 1962




Uvod

Svét se vyviji stale rychleji. Diky tomuto prekotnému a nepredvidatelnému vyvoji se mize
stat, ze znalosti a dovednosti, které ¢lovék ziskal, ztrati svoji hodnotu — prosté jsou preko-
nany. Matematické znalosti a dovednosti patii mezi hodnotové trvalejsi. Navic matematika
prinasi kazdému, kdo se ji, tfeba i z donuceni, urc¢itou dobu zabyva, trvaly uzitek v podobé
zkultivovani jeho schopnosti logicky, abstraktné a tvotrivé myslet.

Matematika je Zivouci téleso, které je v neustalém vyvoji a prerodu, kde vice nez 40 tisic
tviiréich vyzkumnik na celém svété produkuje stale nové poznatky, teorie, ale i otazky.
Typickym rysem vysledkii tohoto védniho oboru je jejich univerzalita , tj. aplikovatelnost do
mnoha oblasti a na nejriznéjsi, stale nové a nové problémy zivota spole¢nosti.

Cilem téchto dvoudilnych skript je podat uceleny masiv zdkladl vysokoskolské matema-
tiky potfebnych ke studiu ekonomickych obori na ZF JU a odpovida predmétu vyucovanému
po dobu dvou semestri. Rozsah latky byl zejména konfrontovan s odpovidajicim pfedmétem
vyuc¢ovanym na VSE Praha. P¥i kone¢ném koncipovani jsme dale vychazeli vysledkt mezina-
rodni evaluace, které byla nase fakulta podrobena na jare 1996 v ramci projektu ,TEMPUS*.
Reagovali jsme tedy na pripominky evaluantl z instituci: L’Institut des Hautes Etudes de
Droit Rural et d’Economie Agricole, Thedrea - Paris (Francie), CAH Dronten (Holandsko),
Amsterdam School of Business (Holandsko), The University of Azores (Portugalsko), The
University of Reading (Velka Britanie).

V prvnim dilu po nadhledové kapitole o vystavbé matematiky nésleduje blok 4 kapitol
(Kap. 2 - 5) vénovanych linedrni algebfe. V Kapitolach 6 a 7 je pak podan vyklad tématickych
celkti zaméfenych na zobrazeni, posloupnosti a fady, a ivod do problematiky redlnych funkci.

Zakladnim stavebnim kamenem textu je podkapitola. Je vzdy vénovana ur¢itému konkrét-
nimu tématickému elementu — obsahuje zakladni definice pojmi a vymezeni novych vztaht.
Vyklad je okamzité konkretizovan na feSenych prikladech a posléze na fesenych prikladech
aplika¢nich. Kazda podkapitola obsahuje blok tloh a aplika¢nich uloh k samostatnému fe-
Seni. Vrazujeme téz usek uloh a otazek kreativnich, jez obsahuji i urcité rozsitujici momenty
a jsou urceny studentlim s vétsim zdjmem. Bloky kontrolnich otazek a cesko-anglicky termi-
nologicky slovnik uzaviraji vétsi logické celky - kapitoly.

Samoziejmé, ze skripta jsou pomtickou predpokladajici dalsi studentovy aktivity — cast
na prednaskach a cvicenich. Pfesto jsme se snazili o takové podani, abychom se nejvice
priblizili i potfebam studentd studujicich distancéné.

Ani matematika se nevyhybéa vlivu technologického pokroku. Je tedy prirozené, ze i v na-
sem predmétu predpokldddme vyuziti takovych prostfedki jako kapesnich kalkulatord ¢i
pocitact. Od roku 1995 je na vSech fakultadch Jihoceské univerzity studentim k dispozici
vykonny pocitacovy produkt ,MAPLE“. Jeho pouzivani je jiz pro studenty nasi fakulty sa-
moziejmosti. Jeho vyuziti pro zpracovani uloh v ramci naseho kurzu budeme ovSem vénovat
samostatny text a z tohoto dlivodu jsme ve skriptech vynechali vsechny odkazy a vysvétleni
tykajici se vyuzivani vypocetni techniky:.

C. Budéjovice, zaii 1996

doc. RNDr. Véclav Nydl, CSc. (nydl@zf.jcu.cz)
Mgr. Renata Lexova (lexova@zf.jcu.cz)

Katedra aplikované matematiky a informatiky, ZF JU



Kapitola 1
Logicka vystavba matematiky

Chystate se studovat matematicky text. Jako kazdy jiny materidl tohoto druhu ma i tento
urcitd specifika. Proto jsme predradili vysvétlujici, chcete-li nadhledovou, kapitolu. Jejim
cilem je ovSem i pfipomenout nejobecnéjsi pojmy a matematickou symboliku.

Matematika je vysoce abstraktni a exaktni véda. Je ¢lenéna do jednotlivych disciplin,
v nichz se buduji a rozvijeji ucelené atvary — teorie. Zakladem takové matematické teorie jsou
vychozi pojmy a vztahy mezi nimi — axiomy. Podle zédkont formalni logiky se pak vyvozuji
dalsi pojmy a vlastnosti, pfitom se zavadéji dalsi pojmenovani (vnitini pojmy teorie).

V naSem textu prezentujeme vyseky z nékolika matematickych disciplin s cilem podat
zaklady inzenyrské matematiky. Vyklad kazdého vyseku zahajujeme vymezenim nejdilezi-
slouzi definice. Typicky nésleduji po definici ukdzky osvétlujici na konkrétnich piikladech
jeji obsah a smysl.

Protoze nasim cilem neni budovani samotnych teorii (k tomu slouZi specializované knihy),
vénujeme se pouze prezentaci uziteénych vysledki a to vétSinou v podobé sekvence wvet.
U nich jen vyjime¢éné uvadime kratkou logickou argumentaci pro jejich platnost (tj. dikaz ).
Nejcastéjsi podobou véty je obecny vztah mezi vyroky.

Ve vété typu ,jestlize Vi, potom Vo (nékdy téZ nazyvané kritérium) podavame vysledek
teorie kdy pravdivost vyroku Vs (to je vlastnost nebo vztah, ktery nds zajimd) zarucuje
pravdivost vyroku Vi, kterd je napi. snadnéji provéritelnd. V dalSich situacich pak jde
o to, ze pravdivost vyroku Vi mé za nésledek (,vynucuje®) pravdivost vyroku V5. Proto
také fikime, Ze vyrok (nebo vlastnost) V5 je nutnou podminkou pro vyrok V;. To ma velky
vyznam v situacich, kdy hleddme objekty vyhovujici vyroku Vi — tyto musi nutné nejdrive
vyhovét vyroku V;, aby pak byly podrobeny dalsi analyze.

Druhy typ vét Vi pravé kdyz V,“ stavi vedle sebe dva rovnocenné vyroky. Jejich vyznam
je v tom, Ze provéfeni pravdivosti vyroku V; (napt. vlastnost néjakého objektu) plné prevadi
na zkouméni vyroku V5, jez miize mit mnohem snadnéji realizovino. Rikdme téz, 7e platnost
vyroku V5 je nutnou a postacujici podminkou pro platnost vyroku V.

Obsah a vyznam podanych matematickych vét je bezprostredné vysvétlena na ukdzkdch
a prikladech. Skupiny vét jsou pak ¢asto pripravou k podani konkrétnich vypocetnich postupt
— algoritmi (téZ mluvime o strategii vijpoctu apod). Ve vSech kapitolach jsou zafazeny Fesené
priklady, které tyto postupy ozfejmuji. Ke skuteénému osvojeni dojde student ovsem aktivni
praci na ulohdch k Teseni. Jsou to baterie standardnich problémi podrobné predstavenych
v feSenych prikladech.

Hlavnim cilem studia matematiky by ovéem mélo byt praktické pouziti - aplikace. Sirsi
pojeti tohoto rysu sahd ovSem za hranice naseho kurzu. V fesengch aplikacnich prikladech
stavime ,,mosty“ mezi jednotlivymi stavebnimi kameny kurzu (kapitolami), ale i mimo ma-
tematiku. Student pak bude tesit samostatné aplikacni ulohy k 7eseni a kreativni ulohy.



KAPITOLA 1

Na zavér této casti pripomenme, Ze hlavnim poslanim kurzu matematiky je poskytnout
studentovi vybavenost matematickym aparatem nezbytnym pro studium odbornych disci-
plin, véetné dovednosti ¢teni kazdého odborného textu (napf¥. ekonomického) uzivajiciho
exaktnich matematickych prostiedki.

Nyni kratce pojedname o logickych a pojmovych zédkladech matematické prace. Nejdrive
piipomenme pravidla a symboliku formalni logiky. Zakladnimi prvky, s nimiz v logice pracu-
jeme, jsou wvyroky a vyrokové formy. Kazdy vyrok mé pravé jednu z pravdivostnich hodnot,
je tedy bud pravdivy nebo nepravdivyg (1 nebo 0, p nebo n, true nebo false apod).

Z jednotlivych vyrokd muizeme pomoci logickych operaci a logickych spojek vytvaret

vvvvvv

logicka operace | zapis | ¢teme vyznam

negace -A non A neplati A

disjunkce AVB | Avel B A nebo B

konjunkce AANB |AetB A a B (a zaroven)

implikace A = B | A implikuje B jeslize A, potom B

ekvivalence A< B | A je ekvivalentni B | A pravé tehdy a jen tehdy, jestlize B

Negace je undrni operace, tj. vytvari z daného vyroku novy vyrok, ostatni operace jsou
binarni, tj. ze dvou vyroki vzniké jeden novy vyrok. Pravdivostni hodnoty vysledki uvede-
nych operaci popisuji nasledujici tabulky:

A|\B|AVB|ANB|A=B| A< B
Al -A 010 0 0 1 1
0 1 011 1 0 1 0
11 0 110 1 0 0 0
111 1 1 1 1

Vyrokové formy zavisi na jedné nebo vice wvgrokovyjch proménniych (napt z, y apod),
jejichz konkrétni hodnoty ovliviiuji pravdivost; zapisujeme je jako V(z), W(z,y) a podobné.
Pro vyrokové formy zavddime dvé dalsi operace — uzivani tzv. kvantifikdtori.

Obecny (velky) kvantifikitor V - vyjadfujeme jej slovy ,pro v8echny prvky...*«,
FEzistencni (maly) kvantifikdtor 3 - vyjadfujeme slovy ,existuje alespoil jeden prvek...“.

Je-li V(z) vyrokova forma, pak (Vz) V (z) je vyrok, ktery je pravdivy jeding tehdy, jestlize
je pravdiva vyrokova forma V(z) pro libovolnou volbu proménné z.

Analogicky (3z)V (z) je vyrok, k jehoz pravdivosti postacuje, aby existovala jedna kon-
krétni hodnota proménné, feknéme z,, tak, aby V(xg) byl pravdivy vyrok.

Vysoké rigoréznost matematického textu je dosahovana pouzivanim mnozinové termino-
logie a symboliky. MnoZina predstavuje fundamentdlni pojem. Je charakterizovdna svymi
prvky — zapis z € M ¢teme ,z je prvkem mnoziny M, ,x patii do mnoziny M*“, a podobné
zapis x ¢ M znamend opak.

Je-1i V(z) vyrokova forma, pak zapis M = {z; V(z)} vymezuje mnozinu M jako mnoZinu
vSech prvkid z, pro néz je vyrok V(z) pravdivy. Je to zpilisob charakterizace mnoziny pomoci
vybéru. Dvé mnoziny jsou si rovny maji-li stejné prvky. Specidlni oznaceni ) je rezervovano
pro prazdnou mnoZinu nemajici Zddné prvky.

Dilezity je vztah A C B (,,A je ¢asti B, ,A je podmnozinou B“), ktery znamend, ze
vSechny prvky mnoziny A jsou téz prvky mnoziny B - sama mnoZzina B jesté muze (ale
nemusi) mit i dalsi prvky.



KAPITOLA 1

Nésledujici bindrni operace s mnozinami jsou univerzalné pouzivany ve vSech matema-
tickych disciplinéch:
Sjednocenim mnozin A a B nazyvame mnozinu vSech prvki, které patii alespont do jedné
z téchto mnozin. Oznaéujeme jej AUB = {z; x € AV z € B}
Prinikem mnozin A, B nazyvame mnozinu vSech prvkid, které patii zaroven do mnoziny A
i1 do mnoziny B. Oznaéujeme jej ANB={x; xt € ANz € B}

Rozdilem mnozin A, B nazyvame mnozinu vSech prvki, které pati{ do A, ale nepatii do B.
Oznalujeme jej A — Bnebo A\B={z; t€ ANz ¢ B}

Nejfrekventovanéjsimi mnozinami jsou mnoziny ¢iselné:
prirozend ¢isla N 1,2,3,4,...
celd ¢isla Z 0,£1,£2,£3,+4,...

raciondlni isla Q zlomky +2

redlna cisla R koresponduji vSem bodim c¢iselné osy
iraciondini ¢isla Ir Ir =R — Q, napt. v2,V3,7,e,...

komplezni ¢isla  C jsou tvaru a +1b, a,b € R, i je imaginarni jednotka

Pfipomenme téz uzivani znacek pfi praci s ¢iselnymi intervaly na redlné ose:
otevieny interval  (a,b) = {z € R,a <z < b}
uzavieny interval  {(a,b) = {z € R,a <z <b}
zleva (resp. zprava) uzavieny interval (a,b) = {z € R,a < z < b}
(resp. (a,b) = {z € R,a <z < b})
neohraniceny interval (—oo, +00) ... celd ¢iselnd osa
zleva neohraniéeny, zprava uzavieny interval (—o0,a) ={z € R,z < a}
atd.

Vyznamné vztahy a oznaceni pfi praci s nezdpornymi celymi ¢isly:
n=1-2-3-...-(n—1)-n d&teme ,n faktoridl“; specidlné se definuje 0! =1

!
(Z) = (—7;:5'—# kombinacni cislo ,n nad k“, definované pro n > k; specidlné (g) = 1.
n—k)! -kl

Ma-li kone¢nd mnozina n prvkd, pak pocéet v8ech jejich podmnozin udavé ¢islo 2" a
navic pro kazdé k£ < n udava ¢islo (:) pocet vSech jejich k-prvkovych podmnozin.



KAPITOLA 1

TERMINOLOGICKY SLOVNICEK KE KAPITOLE 1

vyrok

vyrok. proménna
vyrok. forma

logicka operace
pravdivostni hodnota
pravdivostni tabulka
negace

konjunkce

disjunkce

implikace
ekvivalence

otevieny interval
uzavieny interval
polootevieny int.
polouzavieny int.

n!

proposition
propositional variable
propositional form
logical operation
truth value

truth table
negation
conjunction
disjunction
implication
equivalence

open interval
closed interval
half-open int.
half-closed int.

n factorial

Y

3

mnozina
podmnozina
prvek
prinik
sjednoceni
doplnék
¢islo

kladné, zaporné ¢.

prirozené ¢.
celé ¢.
racionalni ¢.
realné cislo
nekonecéno

(%)

universal quantifier
existencial quantifier
set

subset

element

intersection

union

complement
number

positive, negative n.
natural n.

integer

rational n.

real number
infinity

binomial coefficient
(,Cti n choose k“)



Kapitola 2
Zakladni pojmy linearni algebry

d

V druhé kapitole se seznamime se zakladnimi pojmy linearni alge-
bry, to znamena s aritmetickymi vektory, maticemi a soustavami
lineadrnich rovnic a nerovnic. Zejména jsou postizeny:

zakladni aritmetické operace s vektory vcetné skalarniho a vek-
torového soucinu a normy vektoru

aplikace vektor v analytické geometrii a priprava k jednodu-
chym ekonomickym tivaham

vymezeni pojmu matice, zakladni aritmetické operace s mati-
cemi, zejména nasobeni matice matici; transponovani

role matic pri praci s informacemi

typické uzivani matic v ekonomickych tvahach nejriznéjsiho
charakteru véetné reSeni realnych situaci a problému

zavedeni pojmu linearni rovnice a nerovnice
geometricka reprezentace linedrnich rovnic a nerovnic

mozné aplikace linearnich rovnic a nerovnic v rozhodovacich a
optimalizacnich modelech

objasnéni vztaht a souvislosti mezi pojmy vektor, matice a
soustava linearnich rovnic nebo nerovnic




KAPITOLA 2 2.1. Aritmetické vektory

2.1. Aritmetické vektory

Definice. Aritmeticky vektor je usporddand n-tice redlnych ¢isel. Jednotlivé slozky vektoru ¢
se oznali jako vy,vs,...v, a pfitom ¢ se nazve n-slozkovy vektor (téz vektor dimenze n).
Nulovy n-slozkovy vektor mé vSechny slozky rovny nule a oznaci se 0.

Rekneme, ze dva n-slozkové vektory @, jsou si rouny a zapiSeme ¥ = 1, jestliZe plati
v; = w; pro kazdé i = 1,2,...,n. To znamend, ze pro rovnost dvou vektord pozadujeme
stejnou dimenzi a rovnost vSech jejich piislusnych slozek.

Pro zapis vektoru pomoci vyc¢tu jeho slozek jsou fadkova forma: ¥ = (51, —1.3, 0)
dva uzivané zplsoby zapisu. Uvadime to na pfi- 51

kladé 3-slozkového vektoru @, jehoz slozky jsou sloupcova forma: 7 = | —1.3
’U1=51, ’1)2:—'1.3, ’1)3:0. 0

V naSem textu pouZzijeme vétSinou fadkovy zapis, ale tam, kde se bude hodit druhd forma,
vyuZijeme ji s nalezitym upozornénim.

Definice. Jsou dany dva n-slozkové vektory 7, a redlné ¢islo r. Definujeme nésledujici
pocetni operace (ikony) s vektory:

soucet vektori v+ @  slozky vysledku se vypoctou jako v; + w;
rozdil vektori v—w slozky vysledku se vypoctou jako v; — w;
r-ndsobek vektoru r-d slozky vysledku se vypoctou jako r - v;

skaldrni soucin vektoru U -W vysledek je ¢islo vy - wy +vo - wo + ... 4+ vy - Wy

norma vektoru |7 vysledek je ¢islo \/v% +vi 4.+

deleni vektori --- neni definovano
Ukdzky: Pro ¢tyfslozkové vektory ¥ = (1,2,6,—1), @ = (0,4, —3,0) bude 7+ @ =

+
=(1,6,3,—-1), 27—@=(2,0,15,~2), T @=1-04+2-4+6(=3)+(~1)-0=-10,
@] = VOZ+ 22+ (=3)2+ 02 =v25=5

Poznamka: Séitani a odéitani vektor a nasobeni vektoru ¢islem (pfipadné déleni vektoru
¢islem) se provadi ,po slozkdch“ a vysledek je opét vektor. Plat{ analogie s béZnymi alge-
braickymi ,radovankami“, které jsme zvykli pouzivat u ¢isel. Napf. vynechdni znaménka
nasobeni pfi 27 (sprdvné by mélo byt 2 - ¢), nebo rovnost @ — ¥ = 4 + (—1)¢ a podobné.
Ziejma je i platnost komutativniho zdkona, tj. @ + ¥ = ¢’ + 4, zdkona distributivniho, napft.
3(i + ¥) = 34 + 37, a dalsich. Vektor opacng k vektoru ¢ je vektor —7 = (—1)7; soucet
vektoru a jeho opacéného vektoru je vektor nulovy 0.

Zvlastni pozornost je tfeba vénovat skaldrnimu soucinu. Jde také o nasobeni po slozkach,
ale vysledky se musi secist a tak dostaneme jediné ¢islo. Opét plati takové zakony jako
komutativni, tj. @ - ¥ = ¥ - 1, a distributivni, tj. @ - (0 + @) = @ - ¥ + @ - W, a podobné, & lze
provést nasledujici upravu ,smiSeného” vyrazu i - (70) = 7(d - ¥).

Pfipometime té7 pouziti suma¢éniho znaménka' pro zapis skaldrniho souéinu:
n

=1

Vztah mezi normou (t€Z absolutni hodnotou, velikosti) vektoru a skaldrnim souéinem:
pro kazdy vektor ¢ plati ||0]| = v¥'- ¥. Nulovy vektor je jediny vektor s nulovou normou.

t¢teme ,suma wu;v; pro i od 1 do n

10



2.1. Aritmetické vektory KAPITOLA 2

Definice. Dva nenulové n-slozkové vektory i, ¥ nazveme navzéjem rovnobézné (kolinedrni,
paralelni), kdyz existuje realné ¢islo r tak, ze 4 = r¢. Dva n-slozkové vektory i, ¥/ nazveme
navzajem kolmé (ortogondlni), kdyz i - v = 0.

Vektor ¢ se nazyva jednotkovy, jestlize |U|| = 1. Kazdy nenulovy vektor ¢ je moZno
znormovat, tj. vytvorit novy vektor Wgﬂ = HiTH -, ktery je zaroven jednotkovy a s ptivodnim
rovnobézny.

Ukézky: Uvazme vektory § = (0.6, 0,-0.8), t = (—6,0,8), @ = (4,0,3). Potom plati, Ze
vektory §, i jsou rovnobé&iné (£ = —105), a e vektory £, @ jsou ortogonalni (£- @ = 0).
Vektor s je jednotkovy, zatimco vektor ¥ ma normu rovnu /25 = 5. Jestlize vektor « znor-

mujeme, dostaneme jednotkovy vektor s nim rovnobézny % = (%,0, %) = (0.8,0,0.6).

Specialnim pfipadem jednotkovych vektorl jsou tzv. zakladni jednotkové vektory, jejichz
jedna slozka je rovna 1 a ostatni slozky rovny 0 (napt. (0,0,0,1,0)); rezervujeme pro né
symbol €.

RESENE PRIKLADY

Reseny ptriklad 2.1.1. Dany vektory @ = (10,3, —5,1), b= (1.6,0,1,1), ¢= (4,4, 2).
(a) Urdete vektor 2@ — 5b + 7.  (b) Najdéte skalarni soudin kazdych dvou z nich.
(¢) Znormujte vektor ¢ (d) Reste rovnici 3@ + 27 = b.
Reseni. (a) 2@ — 5b + 76 = (20,6,—10,2) — (8,0,5,5) + (0,0,0,0) = (12,6, —15,—3) (provedeni
ov8em vyzaduje, aby o byl 4-slozkovy).
(b) @-b=16+0—5+1 = 12; dalsi skaldrni soudiny nelze provést, nebot vektory nemaji
stejny pocet slozek.
(c) Nejdiive ||¢]] = v/16 + 16 + 4 = v/36 = 6. Nyni je ﬁ = (5525 =(%2%1.
(d) Provedeme formalni tpravy zadané rovnice, tj. ,prevedeme“ 3d na pravou stranu a
pak celou rovnici délime 2 a dostaneme 7 = %—(b —3d)=(-14.2, —4.5, 8,—1).

Reseny priklad 2.1.2. Dany vektory @, w, kde: ||@]| = 2, ||+ 7| = 5, @ -7 = —14. Z t&chto
udaji uréete: (a) |17 ]|, (b) ||g — 7.
Reseni. (a) Vyjdeme ze vztahu ||@ + 7||? = (7 + ) - (€ + 7) = ||@]|® + 2(@ - ¥) + ||¥]|?
(s vyuzitim 7 - ¥ = ¥ - @) a dostavame 25 =4+ 2-(—14) + [|7]|? a tedy ||F]| = V49 = 7.
(b) Poéitame ||i — |2 = (@~ ) - (G—9) = |@]|> —2(@ - )+ ||T||>? =4~2-(—14) +49 = 81
(vyuzili jsme vysledku ||7]| = 7), tedy |4 — 7 || = V81 =09.

Reseny priklad 2.1.3. Ve vektoru ¥ = (8,z,2, ), urdete realné ¢islo z tak, aby vektory
7aw=(1,4,2,—1) byly
(a) ortogondlni, (b) rovnobézné; dale, aby (c) || || =10, (d) ¥ byl jednotkovy vektor.
Reseni. (a) Kolmé vektory maji skalarni soucin roven 0, takze dospivame k rovnici
T-wW=8-14+x-442-24+z-(-1)=0, tj. 12+ 3z =0, a tedy = = —4.
(b) Pokud jsou vektory rovnobézné, musi byt nutné ¢ = 8 - &, vzhledem k hodnoté jejich
prvnich slozek. Tento vztah vSak neplati pro tfeti slozky, takZe Zadné poZadované z nelze nalézt.
(c) Pozaduje se ||7]|? = 100, tj. 64+x2+4+32 = 100 a tedy 2z% = 32, co# je kvadratick
rovnice s kofeny z; =4, xo = —4. Pozadavek spliuji vektory (8,4,2,4) a (8 —4,2,—4)

(d) Pozadavek nelze splnit, nebot vede na kvadratickou rovnici 2z2 = —67, kterd nemé
v oboru redlnych ¢isel Zadné Feseni.

11



KAPITOLA 2 2.1. Aritmetické vektory

ULOHY K RESENI
1. Dany ¢&tyti 3-slozkové vektory p= (2,0,8), ¢= (4,2,—1), 7= (1,-1,2), § =(-2,2,4).
(a) Vypodtste vektor 2p — 37, a vektor 1(F+ g+ 7+ 3),
(b) zjistéte, ktery ze zadanych vektori ma nejvétsi normu,
(c) znormujte kazdy ze zadanych vektord,
(

d) zjistéte, které dvojice zadanych vektori jsou paralelni a které ortogonalni.

2. Reste (uvazované vektory ¥ a w maji stejny pocet slozek):
(a
(b

(c) je-li ||7 + || = 3, ||T — @|| = V5, uréete 7 -,

(d) je-li |3)) = 1, |7 + @ = V2, |7 — @|| = V2, urlete |37 — 2.

) je-li ||| = 5, ||| = 3,7 - @ = —2, urdete ||7 + || a také |7 — 3,
)

je-li ||7]| = 10, || — @) = 7TV2, - & = 2, urcete ||| a také |7+ 0,

3. Dany vektory k= (2,3,2,1), m = (4,2,-1,0), i = (0, —4, —5, —2). Najdéte reSeni
(tj. nezndmy vektor Z) zadanych rovnic:

(a) T+ m = 2k + 177, (b) A — 1=k
5(m — 2%) = 0, kde 0 ma dimenzi 4,

() Lk + i+ +7) = &. (f) M — 2(k + %) + 47 = 71 + 27.

4. Urcete vzdy neznadmé redlné cislo r tak, aby:

(a) vektor (0,1,r,2r,2) mél normu 5, (b) vektory (1,-7), (r,5) byly rovnobézné,

(c) vektory (1,2,7,6,1), (4,0,5,7,2) byly (d) vektor (3,1, —r) mél vétsi normu nez
ortogonalni, vektor (r,2,—1)

(e) vektor (3,—3,7,7) byl jednotkovy, (f) vektor (1,—1,0,7) byl jednotkovy,

(g) vektory (r,5,0), (r,—r,5) mély (h) vektory (2,7,3,—1), (—=1,0,1,1) byly
skalarni soucin —6, ortogonalni.

APLIKACE

(A) Analytickd geometrie. Tradi¢ni a velice uzite¢né je pouzivini vektorti v analytické
geometrii v roviné a prostoru. RozliSuji se vdzané vektory a volné vektory. Vazany vektor
je zadan jako usporddand dvojice geometrickych bodi (orientovana asefka), napf. v roviné
bod A = [6, 2] jako pocateini a bod B = [1, 3] jako koncovy bod. Pfislusny volny vektor se
pak ,vypoéte* formalni algebraickou operaci ¥=B - A= (1-6,3 —2)=(-5,1).

Také je zvykem kazdy bod lokalizovat jako koncovy bod tzv. polohového vektoru, jehoz
pocatecni bod je vzdy pocatek soustavy soutadné O (v roviné je to O = [0,0], v prostoru
pak O = [0,0,0]).
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2.1. Aritmetické vektory KAPITOLA 2

Na obrazku jsme zndzornili uvedené body A, B jako

. ; . B

body v roviné opatiené katézskou soustavou sourad-
- . . C . e Yy A
nou. Déle jsme jako orientované usecky zakreslili jejich
polohové vektory (slabéji) a téz vektor ¥ = B— A (sil- 1
néji). VSechny takto zakreslené vektory se chapou jako ,
. o L

vazané vektory, které jsou ,reprezentacemi“ vektori ol T
volnych.

Jednoduchou ukazkou vyuziti polohovych vektori
k charakterizaci atvari v roviné je pojeti jednotkové
kruznice jako mnoziny vSech bod1, jejichz polohovy
vektor ma normu rovnu 1 (viz obrazek).

-
- q v 1x . 0] 1 z
Analogické postupy se aplikuji v pfipadé prostorové

»3-slozkové”) geometrie.
g

Zejména Uspésné je vyuziti vektort k popisu tzv. linedrnich dtvari. V této souvislosti je
nutno zminit vzorec pro uhel a dvou vektori u, v (oba vektory se predpoklddaji nenulové):

COS ﬁﬁ
Q= =
- [[7]]

Shriime nékteré zakladni aplikace vektorti v roviné a prostoru.

Primka v roviné: Obecnd rovnice piimky je az+by+c = 0, kde (a, b) je tzv. normdlovy
vektor pfimky a uddvad smér ,kolmy“ na smér pifimky, X = [z,y] je libovolny bod
primky.

Pro parametrické rovnice pfimky v roviné je A = [ay, az] je zvoleny bod  z =a) +t - u;
ptimky, @ = (uy,us) je tzv. smérovy vektor piimky, ¢ je parametr (pro  y = as + ¢ - uy
pfimku je t € (—o0,+00), pro usecku je t € (t1,t2), pro polopfimku

je napft. t € (—oo, ;) apod.)

Primka v prostoru: Parametrické rovnice jsou analogické jako vro- x=a;+1-u
ving; pritom A = [ay, as, a3 je zvoleny bod pfimky, @ = (uy, us, u3) je y = ay +t-uy
tzv. smérovy vektor piimky, ¢ je parametr, X = [z,y, 2] je libovolny 2z =a3 +1t-u3
bod pfimky.

Rovina v prostoru: Obecnd rovnice roviny: az + by + cz + d = 0, kde (a,b,c) je
normdlovy vektor roviny udavajici smér kolmy k roviné, X = [z, v, 2] je libovolny bod
roviny.

Pro parametrické rovnice roviny je A = [a;, a0, a3] jeji zvoleny x =a;+s-u;+t v,
bod, @ = (u1,ug,u3), T = (v1,ve,v3) jsou dva (nekolinedrni) y = as+s-us+t-vy
vektory lezici v dané roving, t € (—o0,+00), s € (—00,+00) 2z =az+8s-us+t-v;
jsou parametry.
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KAPITOLA 2 2.1. Aritmetické vektory

Uzite¢nym pojmem pro praci s vektory v prostoru je tzv. vektorovy soudin.

Definice. Pro kazdé dva 3-slozkové vektory @ = (uy, uq, u3), U= (v, v2,v3) je definovan
vektorovy soucin U X ¥, coz je vektor kolmy na oba ptivodni, pfedpisem

U X U= (U2U3 — UgVa, —UIV3 + usv , U1Vg — UgUq )

Jsou-li vektory i, ¥ nenulové a je-li v ihel, ktery sviraji, plati:

1@ > o] = [[a] - [|2]] - [sin o

Na rozdil od skaladrniho soudinu je vektorovy soudin
opé&t vektor. Je definovin pouze pro 3-slozkové vek-
tory a zavisi na pofadi ndsobenych vektort — plati totiz

4 X U= —(¥ x @). Trojice @, U, 4 x ¥ tvofi v prostoru v
pravotoéivy systém (viz obrazek).
i

53
X
ey

RESENE APLIKACNI PRIKLADY

Reseny aplikaéni priklad 2.1.1. V roviné jsou dany body A = [6,2], B =[1,3], C = [4,7].

(a) napiste rovnici pfimky p urené body A, B (obecny i parametricky tvar),

(b) bodem C' vedte rovnobézku a kolmici k pfimce p.
Reseni. (a) Smérovy vektor vytvofime jako o = B—A = (-5, 1), normélovy vektor pak jako jaky-
koliv k nému kolmy, nap¥. (2, 10). Parametrické rovnice hledané pfimky mohou byt tedy (s pouzitim
bodu B): z=1-5t,y=3+1.

Z nich je moZno ziskat obecnou rovnici vylouéenim parametru: ¢ = y — 3 z druhé rovnice
dosadime do prvni a upravime z =1 — 5(y —3) = 16 — by; vysledek je z+ 5y —16 = 0.

Druhd mozZnost je vyjit z normélového vektoru, tj. napsat ,polotovar® 2z + 10y +c¢=0ado
néj dosadit napt. bod B, coz da podminku pro ¢ tvaru2-1+10-3+c¢=0. Nutné jec=—-32 a
vysledek 2z + 10y — 32 = 0 je ,,dvojndsobkem* jiz ziskané rovnice.

(b) rovnobézka: x =4 — 5k, y =7+ k, kolmice: z =4+ 2, y =7+ 10[.

Reseny aplikaéni p#iklad 2.1.2. V roviné jsou dény dvé piimky p; : 4z — 3y +3 = 0, a

p2: x + 1y + 9= 0. Urcete velikost thlu, ktery sviraji.

Reseni. Uhel zadanych piimek uréime jako tihel jejich normalovych vektori (4, —3), (1,1):

4:-14(=3)-1
V252

Reseny aplika¢ni piiklad 2.1.3. V prostoru jsou ddny dvé roviny

Yy
01:c=84+2s+3, y=—-14s —t,z2 =2+2s+1, po:2x —3y+52+1=0.
(a) Vyjadrete rovinu g, v parametricky,

cosa = =0.14142 a tedy a = 81.87°.

(b) urcete velikost thlu, ktery spolu sviraji obé roviny,

(c) uréete velikost thla, které svird pfimka p: z =2+ 3k, y = —2 + 2k, 2 = 1 + 9k s kazdou
7 TOVin.
Reseni. (a) Normalovy vektor roviny oz je ¥ = (2,—3,5). Potfebujeme dva nekolinedrni vektory
k nému kolmé, to jsou napt. (3,2,0), (5,0, —2) a jeden bod roviny, napt. [1,1,0]. Nyni jiZ lze napsat
parametrické rovnice (e, f jsou parametry): =1+ 3e+5f, y =1+ 2e, 2 = —2f.
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2.1. Aritmetické vektory KAPITOLA 2

(b) Opét uzijeme normdlovych vektort. Pfitom normdlovy vektor roviny p; vypocteme
vyhodné jako vektorovy soudin ¥ = (2,1,2) x (3,—1,1) = (3,4, —5). Nyni jiz

YL %2 - 0.711 a tedy a = 135.33°. Uhel zkoumanych rovin je 180° — 135.33% = 44.67°.

R A TR

(c) Nejdfive uré¢ime thly a7, @ mezi smérovym vektorem pfimky p a normélovymi
vektory rovin ;1,02 opét uzitim vzorce cosa = .... Snadno zjistime cosa; = —0.408, cos ay =
0.753, tj. ay = 144.11°, oy = 41.15°.

Tedy hledané tihly piimky a rovin jsou po fadé doplitky do 90°, tj. —(90° — 144.11°) = 54.11°
pro prvni thel a (90° — 41.15%) = 48.85° pro druhy.

(B) Ekonomické uvahy. Vyuziti vektori a matic v ekonomickych Gvahéch rozebereme
podrobné v nasledujici podkapitole. Zde pripomenme na ptikladé ekonomickou interprataci
vektori a skaldrniho soucinu.

Reseny aplikaéni piiklad 2.1.4. Prodejce objednava od vyrobce 6 druhi loZisek, jejichz katalo-
gova Cisla jsou po fadé 62052RS, 6310, 22212, 22224, NU308, NJ311. Pocty kust dle jednotlivych
druhii zapiSeme po fadé do vektoru ndkupu 7 = (1000, 100, 50, 10,40, 50) a déle vytvofime vektor
cen v K¢ (opét zachovidme pofadi cen podle druhu zbozi): ¢ = (56,112,938, 1560, 125, 156). Celkova
cena objednavky (fakturovand ¢astka) bude skalarni soucin 71 - ¢ = 142500 K¢&.

APLIKACNI ULOHY K RESENI

1. V roviné je dén trojuhelnik ABC, kde A =[3,3], B =[-1,5], C = [2,7].
(a) Napiste rovnice vSech stran AABC (jako pfimek),
(b) napiste rovnice vSech vysek AABC (jako piimek),
(c) napiste rovnice vsech téZnic AABC (jako primek),
[ ndpovéda: stied usecky PQ se vypolte jako S = P—JZFQ ]
(d) zjistéte velikosti v8ech vnitfnich ahla AABC.

2.V prostoru je dan trojohelnik ABC, kde A = [3,3,0],B = [-1,5,2],C =[2,7,6].
(a) Napiste rovnice v8ech stran AABC (jako pifimek),

bl

(b) napiste rovnice v8ech vysek AABC (jako pfimek),
(c) napiste rovnice v8ech t&Znic AABC (jako piimek),
[ndpovéda: stied tsecky PQ se vypocte jako S = &;—Q 1,

(d) zjistéte velikosti vSech vnitinich dhlda AABC,

(e) napiste rovnici roviny uréené body A, B, C.
3.V roviné je dan étyitahelnik ABCD, kde A =[-3,3], B =[-1,-2], C =[2,1], D =[1,5].

(a) Zjistéte velikost délek jeho thlopficek, (b) Zjistéte velikost thlu jeho thlopficek.
4.V prostoru jsou dany: bod M = [1,2,3], pfimka p:2z=1+4+2t,y=6+T7t,2 = -3 —¢

arovina go:zx=14+k+1l,y=-14+2k+1, 2=3k -1

(a) Bodem M vedte rovnobézku a kolmici s pfimkou p,

(b) bodem M vedte rovinu rovnobéZnou s rovinou g,

(c) urcete thel, ktery svird pfimka p s rovinou p.

5. Na vektorech @ = (1,2,3), 7 = (—1,5,1), & = (4,4,4) potvrdte vypodtem, Ze obecné je
(T x 0) X W # 4 x (U x 0).
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KAPITOLA 2 2.1. Aritmetické vektory

6. Vratme se k pfikladu o ndkupu lozisek, z néhoz pouzijeme vektory 7 (ndkup) a ¢ (ceny).

(a) Jakou interpretaci ma operace i ?

(b) Jakou operaci provedete s vektorem cen ¢, méate-li pfi¢ist ke véem cendm 5%-ni DPH?

(c) Jestlize provede prodejce jesté ndkup m = (500, 80, 10, 10, 20, 20), co znamena operace
i + M a co operace (i +m) ¢ 7

KREATIVNI ULOHY

1. Provedte soupis vSech zdkladnich jednotkovych vektori dimenze 5.
2. Najdéte aspon Ctyfi nezakladni vektory dimenze 4.

3. Charakterizujte v roviné mnozinu v8ech koncovych bodu vektort, jejichZ poéatecni bod je
[1,3] a norma 5.

. Jaky atvar v prostoru tvoii vSechny body, jejichz polohovy vektor je jednotkovy?
. Jaka je potiZ s vyrazem @ - U - w?

. Existuje vektor ortogondlni sam k sobé?

N O O

. Najdéte nenulovy vektor kolmy k obé&ma nésledujicim: (1,3,4,1,5), (-1,7,1,3,—1).

8. Pokuste se vysvétlit, co znamend zapis

9. Pii definici vektorového soucinu jsme uvedli i zndmy vzorec %
pro jeho normu, tj. pro ||Z x ¥]]. Geometrickou interpretaci
tohoto vzorce jsme zndzornili na obrazku: Vektory umistime
do spole¢ného pocééateéniho bodu P a provedeme doplnéni na
rovnobéznik PUKV. Pravé |4 x 9] je pf{mo obsah tohoto iy
obrazce a tedy obsah APUV je L@ x |
Pomoci vektorového soucinu uréete obsah trojuhelniku s vrcholy A = [3,3,0],
B=[-1,52], C=[2,7,6.

<y

P

10Pro tfi 3-slozkové vektory se nékdy definuje tzv. smiseny
soucin (tj. kombinace skalarniho a vektorového souéinu):
(@ x ¥) - . Geometrické interpretace vysledku tohoto na-W
sobeni (v absolutni hodnot&) je opét znizornéna na ob-
razku: vektory se umisti do spole¢ného pocatec¢niho bodu
P, jejich koncové body jsou U, V, W a cely nalrt se doplniw
na rovaobéznostén — jeho objem je pravé vysledkem smi-
Seného souéinu. Z toho plyne, 7e objem ctyrsténu PUVW
je roven & (@ X ¥) - . P
vy
Pomoci smiSeného soucinu uréete objem Ctyfsténu s vrcholy A = [3,3, 0],
B=[-1,5,2], C =[2,7,6], D =[1,1,10] .

11V prostoru plati zfejmé: ,body A, B,C,D lezi v jedné roving, pravé kdyz Ctyfstén jimi

vytvoreny mé nulovy objem.“ Je tedy mozno pouzit smiSeny soudin vektord (viz pfedchozi
tloha) na otestovani, zda ¢tvefice bodu v prostoru lezi v jedné roving. Jak se to provede?
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2.2. Matice KAPITOLA 2

2.2. Matice

a1 12 oo A1p
. oy ‘ . /1.2 v/ a91 oo ... Q9 -y
Definice: Usporadané schéma realnych ¢isel A = " se nazyva
Am1 Gy .. Gmp

matice typu m x n (nékdy téz typu (m,n)). Polozky a;; tohoto seznamu nazyvame pruky
matice A, pfitom ¢ je rddkovy index a j je sloupcovy index prvku a;;. Nulovd matice typu
m X n ma vSechny prvky rovny nule a oznaci se O nebo presnéji O,,xn-

Rekneme, Zze dvé matice A, B typu m X n jsou si rovny a zapiSeme A = B, jestliZe plati
a;; = by pro kazdé i = 1,2,...,m a kazdé j =1,2,...,n. To znamend, Ze pro rovnost dvou
matic pozadujeme stejny typ (rozmér) a rovnost vSech prislusnych prvki.

Pro zapis matice se pouzivaji rizné typy zavorek. Uva- A= { (1) —12 _g? }
dime to na p¥ikladé matice A typu 2 x 3, jejiz prvky jsou '

an = 8, a2 =" i32,1 a13 =95.9, a2 =1, ( 0 _13 55 )
az =V, a2 = —2.l. A=

Indexy slouzi k jednoznacéné lokalizaci prvki ve schématu 1 8 —21
(mluvi se téZ o pozici prvku v matici). Je-li m < 10 neni

nutno oddélit indexy ¢arkou a tak je zapis a1 3 zjednodu- _ 0 —-13 55
Sen na a3 [a ¢teme ho 44 jedna tii“, nikoliv & t¥indct“]. 1 8§ —2.1

Nejéastéji pouzijeme pro matice hranatych zavorek. Vyuziva se i symbolicky zapis
A = (ai;) nebo A = [a;;].

Prvky ay, jejichz fadkovy index je roven sloupcovému, tvori hlavni diagondlu (ihlopFicku)
matice A. V uvedeném prikladé je hlavni diagonala tvofena prvky a; = 0, age = 8.

Definice. Jsou dany dvé matice A, B stejného typu m x n a realné ¢islo r. Definujeme
nasledujici pocetni operace (ikony):

soucet matic A+ B prvky vysledku se vypoCtou jako a;; + b;;
rozdil matic A — B prvky vysledku se vypoctou jako a;; — b;;
r-nasobek matice r-A prvky vysledku se vypoctou jako r - a;;
matice transponovand AT vysledkem je matice typu n x m, kde a™;; = aj;
L . o 3 2 Jo 1 12
Ukazky: Pro matice A= [ 1 4 9 ] B = [ 11 —9 } bude

0 1
1o 4 32 o 2 08 [0 6 4 T
A+B_[25 0}’ A—B_{o3 4]’ 2A“[284]’ AT = g;l

Poznamka: S¢itani a odéitani matic a nasobeni matice ¢islem (pifipadné déleni matice
¢islem) se provadi ,po prvcich“ a vysledek je opét matice. Opét lze uplatnit fadu zvyk-
losti. Napf. vynechani znaménka nésobeni u 2A (spravné by mélo byt 2 - A), nebo rovnost
A — B = A+ (—1)B, zavedeni opa¢né matice k matici A jako —A, a podobné. Zfejm4 je i
platnost komutativniho zédkona tj. A+ B = B + A, zdkona distributivniho,
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napt. 3(A + B) = 3A + 3B, a dalsich. Nulové matice ptlisobi jako ,nuly“ pfi séitani:
A+0O =0 +A =0 (oviem mlcky predpokladame, ze A a O jsou stejného typu).

Uziteénd operace je transponovdni matice. Vznikld matice (vedle oznaceni AT téz A’)
obsahuje stejné prvky jako plivodni, ale usporddané jinym zpisobem. Sloupci v nové matici
se stanou fadky ptivodni matice. Pfi tomto ,zrcadlovém premisténi“ ziistanou na misté pouze
diagonalni prvky. U nedtvercové (tzv. obdélnikové) matice se téZz zmeéni typ.

Z¥ejmé jsou napt. vztahy (A+ B)T = AT+BY, (rA)T=rA"T), ADHT=A

Definice. Matici typu n x n nazyvame téZ ctvercovou matici #ddu n. Ctvercovou matici
A nazveme symetrickou, jestlize A = AT, Diagondlni matici nazveme takovou &tvercovou
matici, jejiz vSechny prvky lezici mimo diagonalu jsou nulové. Zfejmé kazda diagonalni
matice je symetrické.

Jednotkovd matice fddu n je diagonalni matice, kterd ma vSechny prvky diagonély rovny
¢islu 1; oznaéime ji E (resp.Epnxn) — t6Z se uzivd J nebo I.

Ukézky symetrickych, diagonalnich a jednotkovych matic 2. a 3. fadu:

5 1 1.2 0 0 0 1 00
[gj], 10 2, [‘éi},oz.:&o, [;g],om
1.2 -2 -8 0 0 -2 0 01
Definice. V matici A typu m X n nazveme n-slozkovy vektor d;. = (a;1, a5, ..., am) jejim
i-tym fadkovym vektorem a déale nazveme m-slozkovy vektor d.; = (ay;, agj, ..., am;) jejim

j-tym sloupcovym vektorem.
Je-li A matice typu m x p a B matice typu p x n pak je definovan soucin matic A a B
jako matice A - B = C (v tomto pofad{) nasledovné:
matice C je typu m X n, pro kazdé 1 = 1,2,...,m a kazdé j = 1,2,...n je

Cij = Qgx * b*j
neboli pomoci sumaé¢niho znaménka,

n
Cij = ) Qixby;
k=1

Schematicky lze tuto operaci znzornit nasledovné:?

Q1 A1y - by A1+ bao @1x * ban

C_7:2* T T T C_iZ* b*l C_i2=k b*Z 62* b*n
A B= b b bn | =

- o — 5 — 5 —

Amx QAimx b*l Amx b*2 Ak b*n

?Nésobeni matic zaved! anglicky matematik Arthur Cayley [¢ti ,keli“], (1821 — 1895)
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2.2. Matice KAPITOLA 2

11 —3 5 =4 0 0

Z definice je patrno, Ze nasobit lze jen A= [ 9 2 39 } B=|1 4 0 0
matice A, B takové, ze ,délka“ radku ) 2 100
matice A je rovna ,délce” sloupci ma- G- by = (1,1,-3) - (5,1,2) =0
tice B. Prvky vysledné matice, kterd @le - byo = (1,1,-3) - (—4,4,1) = =3
»2dédi* ¥adkovy rozmér po matici Aa 7 .55 =(1,1,-3)-(0,0,0) =0
sloupcovy rozmeér po matici B, vznikaji @le beg = (1,1,-3) - (0,0,0) = 0 Dale:
jako skalarni sou¢iny fadkd prvni ma- - 7 S 7P
tice a sloupcti druhé matice. G2 l_).*l = 184, a2 ?.*2 =32

_‘2* ' b*3 = 0) (—7:2* b*4 =0

Podstatné je poradi matic pfi ndsobeni,
napf. v tomto ilustrativnim ptikladé Visledek: A-B = 0 -3 00
neni soudin B - A viibec definovan. y ' 184 32 0 O

Pozndamka. Trida vSech matic je opatfena fadou algebraickych operaci, které vSak nejsou
vzdy proveditelné, napf. ne kazdé dvé matice lze secist. U nasobeni matic je dilezité poradi:
je-li A typu 2 x 4 a B typu 4 x 2 pak, A- B je typu 2 x 2, zatimco B - A je typu 4 x 4. Ani
jsou-li matice A, B ¢tvercové stejného rfadu, neplati obecné rovnost A- B = B - A. Tedy:
nasobeni matic nesplituje komutativni zékon.

Plati vSak fada zndmych algebraickych zékont, jako (pokud mé jedna strana rovnosti

smysl):
(1) asociativni zdkon: A-(B-C)=(A -B)-C,
(2) distributivni{ zékony: A-(B+C)=A-B+A-C, (A+B)-C=A-C+B-C,
(3) nasobeni  jednotkou“: A-E=A, E-A= A, [tj. E hraje roli ,jednotky*“],
(4) transponovéni soucinu: (A-B)T = BT-AT [pozor na v§ménu poradi matic!].
U é&tvercovych matic lze definovat té% mocniny: A2 = A-A, A> = A-A-A atd., (pfipadné
i A’ = F). Déleni matice matici neni definovano.

RESENE PRIKLADY

- , o (12 -3 123
Reseny piiklad 2.2.1. Dany rnatlceA—{2 ) 1'3],3—[0 0 5].

(a) Najd&te matici 34 — 2B a matici A— BT, (b) Provéite, Ze plati (A+B)T = AT+BT,
(c) Reste maticovou rovnici A +2X — 50 = B, kde O je typu 2 x 3.

) 36 -9 2 4 6] [1 2 —15]
Reéem‘(a)?’A‘zB_[ﬁ 3 3.9} [o 0 10]_[6 3 —6.1

Druhy z vyrazi nelze vypocitat, nebot jde o matice nestejného typu.
12 3] [ 2 4 0 ]

(b) Skute¢né je postupné A + B = [ 1 2 -3 ] .

2 1 1.3 00 5|21 63}
1 2 10 2 2
AT4BT =] 2 1|+|20|=|4 1|=A+B"
-3 1.3 35 0 6.3

(¢) Béznou symbolickou tpravou zadané rovnice (,prevedeni® nékterych élend na druhou
stranu a pak nasobeni obou stran rovnice ¢éislem %) dostaneme

0 0 6 0o 0 3
XZ%(B”OM"A):%[—z ~1 3.7}:[—1 05 1.85]'
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KAPITOLA 2 2.2. Matice

ReSeny priklad 2.2.2. Dany matice P = [ ; ; g ] , Q=

w N O
—_

(a) Vypoctéte soutiny P-Q a Q- P,

(b) provéite rovnost (P- Q)T =QT-PT,

(c) provéfte rovnosti P - E3x3 = P, Eaxp- P = P.
Reseni.

@ P.g= 110 g_f _J1-0+1-240-3  1-(=4)+1-14+0-0( _| 2 =3
Tz |y o LT0+3-242:3 T (-9+3-142:0] |12 -25
0-4] 1101 [01+(=47 0:1+(=4):3 0-0+(=4)-2 —28 12 -8

Q-P=|2 1-L32=: 2:141-7 2-1+1-3 2-0+1-2|=| 9 5 2
3 0 . 3:140-7 3-140-3 3-040-2 3 30

17
b) QT.PT = 0231 1,52 0-1+2-1+3-0 0-7+2-3+3-2
—410]"| 5 (—4)-1+1-140-0 (=4)-7+1-3+0-2

i
———
f
W N
|
N =
ot N
—_

co? je skuteéné rovno (P-Q)".

(c) Vypocteme nejdfive P - E3x3 a pak Eoxo - P

110] &ﬁ 11410400 1-041-140-0 1-04+1-0+0-1] [110
732) 0y 71430420 70431420 7-043-042-1 |732]°

1-140-7 1-1+0-3 1-0+0-2
0-1+1-7 0-1+1-3 0-0+1-2

12 20
13}’5::[—11]'
(a) Provéfte rovnosti R - Ozx2 = Ozx2 = O2x2,

(b) provéite R-S # S R,

(¢) vypoctéte matice R? a R*.

Reseni.
12 |00
o wo-113] o)
00| [12 00
O-R= [00}' [13] - - {00]’
12 20| [1-242-(=1) 1-0+2-1| | 02
(b) R'S_[13]’[—11]_ 1-243-(-1) 1-0+3-1 ‘[—13}’
12] 2-140-1 2:2+0-3] |24
113 [ (-1)-141-1  (=1)-2+1-3| |01’

12] _[3 8 3 8] [3 8] _[41112
13| |411 411 [411| " |56 143

[10] [110] _
01| (732"

Reseny piiklad 2.2.3. Dany matice R =

110
732|°

1-0+2-0 1-0+2-0
1-04+3-0 1-0+3-0

-[28]

0-1+40-1 0-240-3
0-1+0-1 0-240-3

12

4 _p2.p2 _
L3  R'=R’.R

@ﬂ#:RRz[
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KAPITOLA 2

ULOHY K RESENI

1. O ¢&tyfech maticich vime: A je typu 2 x 4, B je typu 2 x 2, C je typu 4 x 3, D je typu 4 x 2.

Uréete typ matice X v nasledujicich rovnicich (pokud by mély FeSeni):
() 3A+X =4 (b) 2X —3D = AT

(c) B—X=2D (

() X-B=D (HhHhA-X-D=1B
() C-X=D (

(i) X=A-D+B-B (

2. Jsou dany t¥i matice. Vypoctéte (pokud existuji) vSechny moZné soudiny tvaru X - Y,
kde za kazdou z matic X, Y zvolite libovolnou z U, V, W, UL, VT, W T (36 moznosti):

01

110 -1 -1 9 10
U_[’? 3 0 2}’ V“[ 0 5} W= 11
-3 3

3. Ukazte, Ze nésledujici matice komutuji (tj. plati A- B = B - A):

2 -2 4 10 2 -2
A=14 0 21, B=1]10 -2 6|,
6 2 -2 4 -8 16

4. Ukazte, Ze néasledujici matice nekomutuji (tj. plati C - D # D - C):

5 2 -2 3 2 2 2 2

6 4 -3 5 -1 -5 3 11

¢= 9 2 -3 4|’ D= 16 24 8 -8
|76 -4 7 8 16 0 -16

5. Jsou dany dva vektory m = (1,1,2,2,—1), 7© = (0,1,2,3,4). Nyni vektor m chidpeme jako

jednotadkovou matici M = m, zatimco vektor 7i jako jednosloupcovou matici N = 7 .

Vypoctéte souéiny matic M - N a N - M.

6. Najdéte chybu v nasobeni matic:

01
123 4| 1 1]-19 9 15
0 21 2 01=14 6 8|
3

O DN =
= =

, S [ 209 [
7. Jsou dany matice: H_[O 1}, K——[_4 6}’ L—{

]

(a) Provéfte platnost asociativniho zdkona, tj. (H-K)-L=H-(K - L),
(b) provéite platnost distributivniho zdkona, tj. (H+ K)-L=H -L+ K - L,
— L.

(c) vypoététe matice: H® — H?, (HH)T-(HTY? LT.-H. L HS,

APLIKACE

T

(A) Matice jako informac¢ni schéma. V nejriznéjSich situacich, teoretickych i praktic-
kych, se setkdvame s vyuzitim matice jako vhodného schématu pro uchovini a vyhled4vani
infromace. Ctenaf sam jisté najde celou fadu p¥iklad@ — uvedme zde dvé ukazky.
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Ukazka 1. Na obrazku je zndzornén plan polniho pokusu, v némz se

bude testovat vynosnost 4 odrid pSenice: a,b, ¢,d. Pokus bude zalozen albleld
na malych parcelkich a to tak, aby se jednotlivé odridy opakovaly a bleldla
pritom prostiidaly takovym zptsobem, ze je zarucena stejnost podminek. cldlalb
Schéma se nazyva latinsky ctverec — je to matice, kterd presné popisuje dlable
strukturu pokusu.

Ukéazka 2. Komunikacni sit na obrazku mé

5 uzli: 1,2,3,4,5 a dale jSOll znémy ,,délky“ 6 B 0 30 50 70 60 ]
(ceny) moznych spojeni, z nichz dvé jsou jed- 3 30 0 20 40 30
nosmérnd. Sestavend matice vzddlenosti ob- 40 50 20 0 20 10
sahuje informaci o nejkratsich spojenich mezi e 70 40 20 0O 10
libovolnymi dvéma uzly (na pozici (i,7) je 20 70 40 60 80 O
¢islo udavajici délku nejkrat$iho spojeni z 10 - N

(B) Néasobeni matic v ekonomickych tvahdach. Jiz pfi rozboru skaldrniho soucinu
vektort jsme ukézali jeho moznou ekonomickou interpretaci. Nasobeni matic je zalozeno na

vvvvvv

uzlu 7 do uzlu j). 9

variantnich) ekonomickych vahéch.

Reseny aplika¢ni piiklad 2.2.1. Prodejce vyfizuje objednavky dvou zakaznik na dva
druhy lozisek (kat. ¢isla 6201 a 3305) a dvou druht klinovych fement (10x 1000 a 13x 1120)
— toto pofadi druhi zboZi v celé tvaze zachovame (!). Prvn{ zdkaznik, pan Zajic, objednéva
iy = (200,75, 8, 13) kusi, druhy zakaznik, pan Liska, objednava iy = (60, 60, 560, 185) kus.
Prodejce uvazuje t¥i vektory cen: zdkladni ¢&; = (50,210, 28,42), s ¢asteénou vyhodou (u cen
lozisek) ¢y, = (47,200, 28, 42), pro stalé zakazniky ¢ = (47,200, 27, 40).

ﬁl}_[QOO 75 8 13

Matice objednédvek N = [ . } (1. . pan Zajic, 2. ¥. pan Ligka),

Tio 60 60 560 185
50 47 47
210 200 200
. _ —{I“ _T —{I‘ _ . - ’
matice cen C' = [ ¢, Cy Cj ] =1 938 98 97 (sloupce jsou variantni vektory cen).
42 42 40
f e . v . | 26520 25170 25136
Nyni miizeme interpretovat sou¢in téchto dvou matic N -C = [39050 38270 37340

takto:

Prvni fadek obsahuje tii alternativy fakturovanych ¢astek pro pana Zajice pro jednotlivé
vektory cen. Analogicky je druhy fadek pfehledem tfi alternativ fakturovanych ¢astek pro
pana Lisku.

(C) Matice pfechodu. Necht je néjaky jev popséan k-tici proménnych (napi. v ¢ase) veliéin.
Tyto veli¢iny usporddame do k-slozkového vektoru tak, ze pivodni hodnoty tvori vektor
(starych hodnot) §= (sy, S, ..., Skx) a nové hodnoty (napf. po uréitém ¢ase nebo udélosti)
tvorf vektor 7 = (ny, na, ... ng).
V nékterych ptipadech je mozno najit matici P (tzv. matici prechodu) typu k x k takovou,
Ze plati:
n=35-P.

To umozni fadu avah i praktickych zavéri o sledovaném problému.
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Takova situace vznikd pii aplikacich teorie pravdépodobnosti.
Mé&jme dva jevy A, B a jevy k nim opacné A', B'. Pravdépo-
dobnosti téchto jevit oznac¢ime a, b, ' = 1—a, b’ = 1—5b. Vztahy
mezi jevy A, B popisuji tzv. podminéné pravdépodobnosti

b= P(B’A); P12 = P(B'|A)> P21 = P(B’A'), Po2 = P(BllA'),

kde p(B|.A) oznac¢uje pravdépodobnost, Ze nastane jev B za ,,pod-
minky“, Ze nastal jev A, atd.  Plati Bayesova formule:

b=a-pu+a-pn, V=a p2+a-pu.

Je-li @ = (ay, a3) = (a,a), b= (b1, by) = (b,0'), miZeme psat

P21 P22
Toto znaceni zachovame v néasledujicich dvou prikladech.

(bl,bg)z(al,a2)~[p11 pu} neboli b=d- P.

ReSeny aplikaéni piiklad 2.2.2. Kosmetickd firma se rozhodla zvys$it pomoci reklamy prodej
o¢nich stin znacky BLANKYT. Ocekéva se, Ze pusobeni intenzivni reklamni kampané bude né-
sledujici:  80% Zen, které tyto stiny jiz pouzivaji, je bude pouzivat i dal;

10% zen, které tyto stiny zatim nepouzivaji, je za¢ne pouzivat.
JestliZe pred reklamni kampani pokryvala znacka BLANKYT 16% poptavky na trhu, jak se zvysi
jeji prodej vlivem reklamy?

Reseni. Nejdiive vymezime zkoumané jevy a jejich pravdépodobnosti:
jev A: Zena pouziva stiny BLANKYT pred kampani, a; = a = 0.16, ay =a' =1 —0.16 = 0.84,
jev B: Zena pouzivd stiny BLANKYT po kampani, by = b =7, by =b =1 —b,

Podle zadani py; = 0.80,p1p =1 — 0.80 = 0.20, py; = 0.10, pyp = 0.90, tj. P = [ 08 0.2 }

0.1 0.9

0.8 0.2
0.1 0.9

Jako efekt reklamni kampané lze ocekdvat ve zvySeni prodeje na 21.2% objemu trhu.

Bayesova formule d4 b= @- P = (0.16, 0.84) - [ ] = (0.212, 0.788).

ReSeny aplikaéni piiklad 2.2.3. Nové zalozend pojistovaci spole¢nost ma k 1. lednu 1996 uza-
vienu pojistku na havarii motorového vozidla s 825 klienty, z nichz 68 (tj. 8%) mélo v minulém
roce dopravni nehodu. Obecné je znamo, ze 20% ridi¢l, kterfi maji dopravni nehodu, ji bude mit
do roku opét, zatimco 90% fidi¢h, ktefi dopravni nehodu v daném roce neméli, ji nebude mit ani
v roce nasledujicim. Jaky je vyhled nehodovosti u sledované skupiny v letech 1996, 1997 a 19987
ReZeni. Nejdiive vymezime zkoumané jevy a jejich pravdépodobnosti:

jev A: klient mél dopravni nehodu v roce 1995, a = 0.08, ' =1 — 0.08 = 0.92,

jev B: klient mé& nehodu v roce 1996, b =7, ' =1 — b,

Nyni dle zadani p1; = 0.20,p12 = 1 —0.20 = 0.80, po; = 0.10, pa2 = 0.90, tj. P = [ 8? 83 }

Oznacime 51996 pravdépodobnostni vektor b pro nehodovost klientd v této skupiné v roce 1996,
analogicky pak zavedeme 51997 a 51998. Nyni dle Bayesovy formule je 51996 =a- P a oviem zcela
analogicky je 51997 = 51996 .P=3g-P?%até 51998 = 51997 - P = a - P3. Pfechodové matice jsou
P [0.2 0.8] . [0.2 0.8} _ [0.12 0.88] pi_ [0.2 0.8} _ [0.12 0.88] _ [0.112 0.888]
0.1 0.9 0.1 0.9 0.11 0.89 |’ 0.1 0.9 0.11 0.89 0.111 0.889 |’
brgos = a-P = (0.108, 0.892), biog7 = @- P2 = (0.1108, 0.8892), biges = @-P3 = (0.11108, 0.88892),.

V dané skupiné lze v roce 1996 lze ofekdvat nehodu u 10.8% (tj. 89) klientd, v roce 1997 11.08%
(tj. asi 91) klient a v roce 1998 11.108% (asi 92) klienti.
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(D) Matice a osobni podéita¢. S maticemi se mizeme setkat také pii praci s osobnim
pocitacem - v tabulkovych editorech (tzv. ,spreadsheetech“) ¢i databazich (MS Excel, MS
Access, Quattro Pro, Lotus, dBase a dalsich). Pracovnim polem takového programu je matice,
do niZ jsou uspofadana data, pficemz sloupce predstavuji proménné (,variables”) a radky
jednotlivé pripady (,cases“). Prvky matice se nachdzaji v tzv. buiikdch (,cells*) — jejich
adresovani odpovidd ndm zndmému indexovani prvkid v matici.

Prikladem muze byt pouziti tabulkového editoru pro vytvoreni geografické databaze,
vztahujici se k uréitému tzemi (ukazka je vyfez z takové databéze):

Obec |PPZ|NV|...|01869|01880|...|01950{01960{01970|D1869{D1880|...|D1950/D1960|D1970
Tiebon |1240(434]...| 5117| 5819|...| 4448| 5082| 6091 423| 426|...| 776| 818 940
Ponédraz|1259(425]...| 330 319|...| 167| 158 142 46 46|. .. 48 - 46
Lutovd |1349(466|...| 380| 365(...| 266 247| 207 57 93|... 80 78 71
Mnich |[1350{468|...| 268 256(...| 169] 149 135 41 39(... 54 - 41
Zablati |1358(423|...| 334 311...| 172/ 158| 115 47 46/. .. 51 - 39

Databaze CHKO Tt¥eborisko - udaje sledované za jednotlivé obce v tzemi [Lexova, 1996]:
pfipady (cases): jednotlivé obce;
proménné (variables): PPZ - prvni pisemnd zminka (rok), NV - nadmotsk4 vyska (m), P
- plocha v ha; O1g69, O18s0 - - - O1970 - pocty obyvatel v obcich v daném roce, Diggg, D1gsgo - - - D1gro
- po¢ty domt v daném roce, KODgy - kéd katastralniho tzemi, PSC - postovni smérovaci
¢islo, R - pocet rekreac¢nich objektt a dalsi.

Obratnou manipulaci s danou matici (kterou pravé tyto programy umoziuji) miZe uzi-
vatel dovodit z primarnich informaci fadu dalSich. Naptiklad:

1) Soucty ve sloupcich O; ¢i D; ziskdme informaci o celkovém poétu obyvatel (domi)
v tzemi za dany rok,

2) Porovnanim dvou riznych sloupct O;, Oy (resp. D;, Dy) lze zjistit index vyvoje oby-
vatel (domi) v daném obdobi, uréeném roky j a k napr. inder = %J‘% -100%

3) Porovnanim poctu rekreacnich zafizeni a plochy, 1ze odhadnout zatiZenost Gizemi re-
kreaci.

APLIKACNI ULOHY K RESENI 3

1. Vysvétlete nebo si nechte vysvétlit princip zdpisu polohy 8achovych figurek na Sachovnici.
2. Uvedte praktické pfiklady uZiti matice jako informaéniho schématu.

3*Dva psychologové provadéli nezavisly vyzkum vztahu mezi télesnou vyskou a agresivnim
chovanim Zen starsich 18 let. Pokusné osoby byly rozdéleny do t¥i kategorii;
Kategorie 1: do 153cm, Kategorie 2: 153—-67cm, Kategorie 3: nad 167cm.
Vysledky vyzkumu (pocty osob) jsou zachyceny v nasledujicich maticich:

Prof. Aldquist Prof. Kelley
Kat.l Kat.2 Kat.3 Kat.l Kat.2 Kat.3
pasivni 70 122 20 }: A [ 65 160 30 | _ 5
agresivni 30 118 80 25 140 75 -

(a) Jakou operaci provedete s matici A (resp. B), aby tdaje byly v procentech? Provedte.

3Hvézdickou jsou oznaceny tlohy pievzaté z [Zie87]
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2.2. Matice KAPITOLA 2

(b) Jakou operaci s maticemi A, B je tfeba provést, jestlize oba védci chté&ji vytvofit spo-
le¢nou zpravu? Provedte.

4. Vratte se znovu k refenému aplika¢nimu pfikladu 2.2.1. o prodeji loZisek a klinovych fement,
pfi¢emz zachovime pofadi a druhy zbozi (4 polozky). Sestavte matice N a C, vypoététe
soucin N - C a vysvétlete, co tento souéin udava, pro nasledujici modifikace tlohy:

(a) Objednavky p. Zajice a p. Lisky beze zmény jako v pivodni tloze, ale vektory cen
jsou pouze dva a zménéné na zdkladni ¢ = (52,220,30,40), pro stalé zdkazniky ¢ =
(45,200, 25, 35),

(b) Zakaznici jsou jini. Pan Cech — objednavka 7i; = (200,20,40,50) kust, pan Poldk —
objednavka 7is = (300, 30, 80, 8) kusii, Pan Némec — objednavka 7i3 = (100, 25, 20, 20) kust.
Vektory cen jsou 3 a jsou stejné jako v puvodni tloze.

(c) Ceny jako u varianty (a) a zdkaznici z varianty (b).

5* Jedna americka firma ma dvé vyrobni pobocky (FI a FII) v riiznych ¢éastech zemé. V matici L
jsou normy prace (v hodindch na jeden findlni produkt) pfi vyrobé gumovych nafukovacich
¢lunt (pro 1 osobu, 2 osoby a 4 osoby) ve tfech odd€lenich — st¥tharné, kompletaci a expedici.
Matice M uvadi mzdové podminky v uvedenych oddélenich pobocek FI a FII:

pracovni normy hodinova mzda
stfihdrna kompletace expedice FI FII
1 os. ¢lun 0.6h  0.6h  0.2h $6  $7 stitharna
2 os. ¢lun 1.0 0.9n  0.3h =L, M= $8 $10 kompletace
4 0s. &lun 1.5h 1.2h 0.4h $3 %4 expedice

(a) Vysvétlete, ze soudin 1. fddku matice L a 1. sloupce matice M dava mzdové naklady
na ¢lun pro 1 osobu v pobocce FI.

(b) Jakou interpretaci ma souéin matic L - M 7

6. Kosmeticka firma se rozhodla zvysit pomoci reklamy pfi televiznich sportovnich pfenosech
prodej panské kosmetiky znacky SPORT. Ocekava se, Ze efekt intenzivni reklamn{ kampané
bude:

85% muzi, ktefi tuto kosmetiku jiZz pouzivaji, ji bude pouzivat i dal;

20% muzi, ktefi tuto kosmetiku zatim nepouzivaji, ji zaéne pouZzivat.
Jestlize pfed reklamni kampani pokryvala znacka SPORT 12% poptavky na trhu, jak se
zvy$i jeji prodej vlivem reklamy?

T* Méstska rada Tesi zhorSujici se dopravni situaci novymi investicemi do vyrazného zlep$eni
hromadné dopravy ve mésté a okoli. Na zdkladé obdobnych zkuSenosti z jinych mést se
predpokladi, ze efekt téchto zmén po uplynuti jednoho mésice bude nasledujici:

80% lidi pouzivajicich pro pfepravu do zaméstnani vefejnou dopravu, ji bude pouZivat
dal;

30% lidi, ktefi do zamé&stnéani jezdi autem, prejde na vefejnou dopravu.
(a) Jestlize pfed pldnovanymi zménami 25% lidi uziva na pfepravu do zaméstnani vefejnou
dopravu, jak se zvysi jejich podet mésic po provedenych zménach?

(b) Jaké zmény lze odekdvat po dvou a po tfech mésicich?
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KAPITOLA 2 2.2. Matice
KREATIVNI ULOHY

1. Matice se nazyva stochastickd, jestlize kazdy jeji prvek je pouze jedno z ¢isel 0 a 1.

(a) Najdéte v8echny stochastické matice 2. fadu (tj. typu 2 x 2),
(b) najdéte v8echny symetrické stochastické matice 2. fadu,

(c) najdéte vsechny diagondlni stochastické matice 2. fadu.

2. Nésledujici matici F' sestavili dne 19.2.1982 studenti agronomické fakulty v C. Budé&jovicich
J. Kfivka a J. Mensik. Zachycuje herni aktivitu doméacich béhem éasti prvoligového hokejo-
vého utkani TJ Motor C.B. - TJ Vitkovice. Sloupce a f4dky matice F jsou nadepsany &isly
hraci, ¢isla nalezejici obrancim jsou podtrzena. Prvek f;; udava pocet prihravek (frekvenci)
poslanych hra¢em v i-tém Fadku hraci v j-tém sloupci (proto jsou v diagondle pomlcky):
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Jakou informaci poskytuji trenérovi radkové a sloupcové souéty matice F'. Jaké dalsi otazky
je mozno u matice F' uvazovat?

3* A company with two different plants manufactures guitars and banjos. Its production costs
for each instrument are given in the following matrices:

Plant X Plant Y
Guitar Banjo Guitar Banjo
Material [ $30 $25 ] 4 [ $36 $27 ] _ 5
Labor $60 $80 $54 $74 N

Find %(A + B), the average cost of production for the two plants.

4. Pokuste se najit feSeni jednoduchych maticovych rovnic:

(@ [3 2] x=[8], (b x-[13]=E, @[1OLX=E
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2.2. Matice KAPITOLA 2

5. Najdéte dvé matice U,V typu 2 x 2, které nemaji ani jeden prvek rovny 0 a pfitom plati
()U- V=0 (b) jesice U -V = O, ale pfitom V- U # O

6. Matice A se nazyva nilpotentni (specidlné idempotentni), jestlize existuje n tak, ze A" = O
(specialng A? = O).

(a) Které z danych matic jsou nilpotentni (resp. idempotentni)?
5 -2 4 2 1 -1 1 -1
10 41’ -8 —~1 |’ -1 14’ 0 21
01 =z
(b) pro kterd z je matice | 0 0 1 | nilpotentni?
000

7*A company with manufacturing plants in California and Texas has labor-hour and wage
requirements for the manufacturing of two inexpensive hand calculators as given in matrices
M and N below:

Labor-Hours per Calculator Hourly Wages
Fabricating Packaging Assembly California Texas
dept. dept. dept. $15 $12 Fabricating d.
model A 0.15hr  0.10hr  0.05hr =M, N= $12  $10 Assembly d.
model B 0.25hr  0.20hr  0.05hr $4  $4 Packaging d.

(a) What is the labor cost for producing one "model B” calculator in California? Set up a
dot product and multiply.

(b) Find M - N and interpret.
. . 127 1 -1
8.Jsoudanymat1ceB1—{0 6],Bg—l3 3].

) o . 2X =
Reste soustavu (X,Y jsou nezndmé matice): X - § gl
- == 2

9. Vzorec (A + B)? = A? 4+ 2AB + B? pro matice neplati. Pro¢ a jak zni spravné?
J

3 2

10Pokuste se ,odmocnit“ matici M = l 1 92

], tj. TeSit rovnici X - X = M.

11Podnikatel provozuje béhem sezény v letovisku zahradni restauraci. Obcas si pozve hu-

vev s

dovozeny nasledujici charakteristiky mistniho pocasi v letnich mésicich:

Jestlize v dany den prsi, je pravdépodobnost desté pro den nésledujici 40%;
Jestlize v dany den neprsi, je pravdépodobnost de§té pro den nésledujici 6%.

Jestlize ve stfedu prsi, jakd je pravdépodobnost, ze bude priet v sobotu, kdy restauratér
chce objednat vystoupeni hudebni skupiny?
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KAPITOLA 2 2.3. Linearni rovnice a nerovnice

2.3. Linearni rovnice a nerovnice

Definice. Necht a;,as, ..., a,, b jsou redlna ¢isla a déle z,, x5, ..., z, jsou symboly neznd-
mych. Potom rovnici a; - 1 + ag - 3 + ... + a, - T, = b, nazyvame linedrni rovnici o n
neznamych. Analogicky je definovana linedrni nerovnice ay - xy +ag - 2o+ ...+ Gy - T, < b,
kde ovSem znaménko neostré nerovnosti muze byt i opacné, tj. > , pripadné lze pouZit
i znaménka ostrych nerovnosti, tj. < anebo >

Zavédime vektor koeficienti @ = (a1, as, . . ., an) a vektor nezndmych & = (z, z2,...,Z,);
¢islo b nazyvame pravou stranou rovnice & nerovnice. Resenim dané linearn{ rovnice nebo
nerovnice o n neznamych je jakakoliv n-tice redlnych ¢isel, kterd ji splituje (pfi dosazeni za
T1, T2,y Tp)-

Uvazme linedrni rovnici o tfech neznamych 221 + z2 + 10023 = 13
Z1,T2,Z3 a linedrni nerovnici o ¢tyfech nezné-
mych zj,29,23,24 (neni nezbytné, aby se ne- 621 — 22+ (0.2)23 + 24 <5

znamé vzdy oznacovaly pismenem z).

Jednim z mnoha feSeni uvedené rovnice je ; = 4, zo = —5, z3 = 0.1 , neboli vektor
Z=(4,-5,0.1). Zkouska spravnosti: 2-4+1-(=5)+100-0.1 =13.

Také uvedend nerovnice ma mnoho FeSeni, napt. Z = (1,1,—1,0).

Zkouska: 6-1—-1+02-(-=1)+0=4.8 <5.

Linearni rovnice a nerovnice se vyskytuji v matematice velice ¢asto. Obvykl4 je situace,
ze je treba TeSit ne jednu rovnici ¢i nerovnici, ale nékolik zaroven — mluvime o soustave.

V Kapitole 5 se budeme komplexné zabyvat soustavou m linedrnich rovnic o n nezné-
mych. Se soustavami linedrnich nerovnic pracuje napt. linedrni programouvdni, jez je naplni
specializovanych kurzl. Zde se zminime o pripadu 2 a 3 neznamych a jejich geometrickych
reprezentacich.

Véta 1. Kazdou linearni rovnici o dvou neznamych aiz; + a2 = b je mozno reprezentovat
v roviné jako primku a,z + aoy — b = 0 a kazdé jeji feSeni lze chapat jako polohovy vektor
(z,y) jednoho bodu této pFimky .

Kazdou linearni nerovnici a,z,+asz2 < b je mozno reprezentovat v roviné jako polorovinu
s hraniéni primkou a1z + asy — b = 0, kterd ovSem v pripadé znaménka ostré nerovnosti
jiz do této poloroviny nepat¥i. Kazdé reseni dané nerovnice je pak polohovy vektor jednoho
bodu této poloroviny.

Rovnici 1 + 2z2 = 4 reprezentuje v roviné primka y
x + 2y — 4 = 0, jejiz smérnicovy tvar je y = —%—LE + 2.
Na obréazku jsou téz zndzornény polohové vektory tii re- 1t
Seni: (1, 1.5), (—0.2,2.1), (3, 0.5).
. 5
0 1 ~
Nerovnici z; + 2z9 > 4 reprezentuje vySrafovana poloro-
i hrani¢ni ptimkou =+ 2y —4 = 0, které je zakreslena b
vina s hranicni prim Y , ] ~Y
plnou ¢arou (pro pripad ostrého znaménka pouzijeme ¢ar-
kovanou ¢aru). ,Smérnicovy* tvar y > —%a:+2 umoziuje L
rozhodnout, kterou ze dvou polorovin vybrat (,, y “ je
rovno nebo nad hodnotami ,, —3z+2 “). Polohové vek- . L
tory nékterych reSeni: (1, 1.8), (1, 1.5), (2,2), (4, 0.6). 0 1 ~
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2.3. Linedrni rovnice a nerovnice KAPITOLA 2

Véta 2. Kazdou linedrni rovnici o 3 nezndmych aixy + asxs + asxrs = b reprezentujeme
v prostoru jako rovinu a1z + asy + azz — b = 0 a kazdé jeji feseni jako polohovy vektor
(z,y, z) jednoho bodu této roviny .

Kazdou linearni nerovnici a1z, + asxs + azrs < b reprezentujeme v prostoru jako polo-
prostor s hrani¢ni rovinou a1z + aqy + azz — b = 0, ktery ovSem v pripadé znaménka ostré
nerovnosti jiz do této poloroviny nepatfi. Kazdé feseni dané nerovnice je pak polohovy
vektor jednoho bodu tohoto poloprostoru.

Véta 3. Pri grafickém feSeni soustavy lin. rovnic hleddme prinik geometrickych atvard -
u 2 neznamych prisecik primek v roviné a u 3 neznamych prisecik rovin v prostoru.

Pri grafickém reSeni soustavy lin. nerovnic hleddme prinik geometrickych Gtvarti — u 2 ne-
znamych prinik polorovin v roviné a u 3 neznamych prinik poloprostort v prostoru.

Reseni soustavy dvou linearnich rovnic o dvou nezndmych.*
K analyze uzijeme geometrickou reprezentaci. Obé rovnice reprezentujeme jako pfimky
v roviné a vidime, ze mohou nastat 3 pripady:
(a) Piimky jsou riznobézné — soustava mé jediné feseni (prusecik); mtizeme ho najit
metodou dosazovaci (substituéni), metodou scitaci (adicni), ale i graficky;
(b) ptfimky jsou rovnobézné a rizné — soustava nema fesSeni (neexistuje priisecik);
(c) primky jsou totozné — soustava ma nekone¢né mnoho feSeni (piimka je vlastné jedna).

RESENE PRIKLADY

Reseny priklad 2.3.1. Reste nasledujici tii soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych:
Tz +2y=4
(a): z— y=1

. z— y=-1 ] z+2y= 3
(b): 20 — 2y =2 () : -3z — 6y = -9

Reseni. Graficky jsme jednotlivé soustavy znazornili takto:

Y Y e-y=-l Y
N+ 2y =4

z—y=1
2 — 2y = 2

o /1 =~ =z o /1 =~ %

(a): Jde o ruznobézky z +2y —4 =0, 2 — y — 1 = 0 s normélovymi vektory (1,2) a (1,—1).
Metoda dosazovaci: z 1. rovnice z = 4 — 2y dosadime do 2. rovnice a mame (4 — 2y) —y = 1, tj.
~3y=-3ay=1,tedy z=4—2-1=2. Reseni (prisecik piimek): (z,y) = (2,1).

Metoda adi¢ni: od 1. rovnice odeéteme 2. rovnici a dostaneme 3y = 3, tedy y = 1, atd.

(b): Jde o rovnobézky z —y+1 =0, 2z — 2y — 2 = 0 s normdlovymi vektory (1, —1) a(2, —2), které
nejsou totoZné, nebot jedna z rovnic neni nadsobkem druhé.

(c): Totozné piimky z + 2y — 3 = 0, —3z — 6y + 9 = 0; druhd rovnice je 3-nisobek rovnice prvni.
Jde vlastné o jedinou rovnici z + 2y = 3, kterd ma nekonecné mnoho feSeni. Zvolime y = ¢ jako
parametr a poéitdme: z + 2t = 3, tj. z = 3 — 2¢. Refeni: vSechny dvojice (3 — 2t,t), kde ¢ € R.

4Soustavy o vice nezndmych se fesf v Kapitole 5.
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Re3eny piiklad 2.3.2. V nésledujicich tfech tlohach hledejte nezndmou matici X:

o [Bx=[] e Bl e [l

ReSeni: Ziejmé vidy hleddme matici typu 2 x 1, zavedeme oznadeni X = [ zl :’
2

(a) 12| | = - 5 &ili 1+ 203 =35 feéenix1=~4,xg=—g—,tedyX=[—4],
34 ) 6 3$1 +4£E2=6

12 14
(c) [; i] . [551] - [ 5] Gili 2‘”1 1 i@ = 18 nekoneéné mnoho feSeni x1 = 5 — 2¢,z9 = t,
T2 Z1 Z2 = —
tedy X = {5 2t],t€R.

|

5 il 1 + 222 =95 {loha nem4 Fefen{ (rovnobézky),
2z1 + 422 =6 matice X neexistuje;

t

12

Poznamka: Maticova rovnice X - {3 4

] = [5, 6] se reSi podobné s tim, ze X = [;vl, ) ]

21, 2] [:1)) i] —[5, 6] il 2;1 125222 feseni 71 = 1,35 = 2, tedy X = [—1, 2],
1 2=

ReSeny piiklad 2.3.3. Nasledujici soustavy linedrnich nerovnic feste graficky

— 9y <
z—2y <90 z n zy ; Z
@M: z+2<4 (10): Y=
3¢+ y >3 ety 3
x y= x <25
Reseni.
Y Y
p3 p3\ P4
TR P N P
Q
1+ 1+
R Do w
O 1\r z O 1\ x

Koment4f. V tloze (I) jde o prinik 3 polorovin s hrani¢nimi pfimkami po fadé p; : z — 2y = 0,
porix+2y—4=0,p3:3x+y—3=0. Pomocné sipky vymezuji tyto poloroviny, coz je zfejmé po
upravé zadanych nerovnic na tvary: y >3, y<-3+2, y>-3z+3.

Vysledkem je plocha trojihelniku PQR, oviem bez strany PQ (Earkovana ¢ara) a bez vrchold
P,Q (nevyplnéné krouzky), coz zplisobuje druhd nerovnice svym ostrym znaménkem. Soufadnice
vrcholi ziskdme jako prlseéiky dvojic primek: P = [%, %], Q= [2,1,R = [%,%] Je z¥ejmé,
ze ulohu je mozno obratit — tedy hledat pro zadany trojuhelnik v roviné jeho vyjadfeni pomoci
soustavy nerovnic.

V tloze (II) vystupuje jesté pfimka ps : x = 2.5 vymezujici polorovinu nalevo od ni a navic
polorovina s hrani¢n{ pfimkou py je opatnd nez v (I) (totiz y > —% + 2) a tuto piimku zahrnuje
(neostra nerovnost). Prinik téchto 4 polorovin je pak uzaviend neomezena oblast (viz. Srafovani).
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KAPITOLA 2

2.3. Lineérni rovnice a nerovnice

ULOHY K RESENI

1. Jsou dany vektory @ = (—3,1), 7 = (2,5), W = (6, —2). Najdéte vektor & = (z1,z2) tak, Ze
i-Z =4 u-r=4 u-r=4 1-Z <4 -z <4
@ gz-7 ®gz-s Ogzg=r Wgzss ©gzz57
2. Zkoumejte fesitelnost a pripadné TeSte soustavy:
221 + bxo =T 21 — 329 =0 1 — ZTg =2 —x1 + 4x9 =2
(a) 3r1 — x9 =8 (b) 3rx1 — 229 =0 (c) 221 — 2z9 =4 (d) 4z1 + 1629 =8
6x1 — 229 =3 1 + 290 =0 201 — 229 =1 71 + 8x9 =9
(e) —3xr1 + 29 =2 (f) 1 — 20 =0 (g) 1 — Tog =2 (h) 10z 4+ 11z =12

3. Pomoci soustavy nerovnic popiste:
(a) kompaktni &tverec o vrcholech {0, 0], ,1], [0,1] (véetné stran a vrcholi),
(b) -1], [2,1], [—2, 1] bez vodorovnych stran,
(c) plocha obdélniku o vrcholech [—2,—1], [2,—1], [2,1], [-2,1] bez svislych stran,

(d) plocha trojahelniku o vrcholech [0, 0], [1,0], |

[1,0], [1
plocha obdélniku o vrcholech [-2, —1], 2,
I [2

,1] bez stran a bez vrchola.

4. Graficky feste vzdy trojici uloh, tj. soustavu rovnic O; a dvé soustavy nerovnic Oy a Og:

2 4+ 1z =0 ry + =z 20 z1 + 1z <0
(a1) ' _ (a2) 1 — m >0 (a3) 1 — =3 >0
ry — X2 0
Il S 3 9 __>_ -3
2r; — 2:52 > —4 2:171 - 2:52 < —4
201 — 2x9 = —4 =
(b1) xl _ ; 9 (b2) 21 — =z <2 (b3) @1 — @2 22
! 2 T1 > 2 1 > 2
2371 — Io >4 2371 e T2 <4
221 — x 4 - -
(Cl) _ml + 3272 —3 (02) —-z1 + 3z2 <3 (CS) —z1 + 39 >3
L 2 T <2 T > 2
1 — T0 =0 zy — x2 <0 7 — x3 <0
(dl) 1 2 _ (dz) 21 + 2x9 > 2 (dg) 221 + 229 > 2
2£1 + 2.’E2 =2
9 <0 z <2

5. Hledejte nezndmou matici X:

@ Lﬂx;m

6. Hledejte nezndmou matici X:

(a) X-[_i ‘”:[—1,1] (b) Xﬁ ;]:
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KAPITOLA 2 2.3. Linedrni rovnice a nerovnice
APLIKACE

(A) Planovéni a rozhodovani. Uvedme dvé praktické alohy.

ReSeny aplikaéni priklad 2.3.1. Spole¢nost t&zi rudu ve dvou dolech. Ruda z dolu U obsahuje
1% niklu a 3% médi, ruda z dolu V obsahuje 2% niklu a 5% médi. Jak je tfeba naplanovat tézbu,
jestlize je tfeba vyprodukovat 6 tun niklu a 17 tun médi?

Reseni. Ozna¢ime z; mnozstvi rudy (v tundch) té7ené v dole U a xo mnoZstvi rudy (v tunéch)
t8zené v dole V. Rovnice pro ziskdni niklu je tedy 0.01z; + 0.02z5 = 6 , rovnice pro ziskini potfeb-
ného mnozstvi médi je 0.03z; + 0.05z9 = 17 . Po vyfeSeni této soustavy 2 rovnic o 2 neznamych
dostaneme z; = 400 tun, zo = 100 tun.

ResSeny aplikaéni piiklad 2.3.2.

Vyrobce kosmetiky planuje novou reklamni rozhla-
sovou a televizni kampani na své zbozi. Celkem za- y — rozhlas
mysli vénovat k tomuto ucelu ¢astku mezi 1.5 a 2.5 ® =18
mil. K¢&., pficemZ vydaje na reklamu v rozhlase (y)
by nemély byt vétsi nez na reklamu v televizi (z),
ale ¢astka na reklamu v televizi by neméla nepte-
krocit 1.8 mil Ké&.
Na obrazku jsme znazornili graficky oblast tvaru
kompaktniho pétithelnika, jeZ odpovida vsem moz-
nostem koneéného rozhodnuti. Oblast je vymezena
nerovnicemi:

r+y>15 z+y<25 x>y, z<L1.8,

z >0, y >0 (podminky nezipornosti).
Mezni hodnoty oblasti rozhodnuti jsou 1 x 5 3
(0.75, 0.75), (1.25, 1.25), (1.8, 0.7), (1.8, 0), (1.5, 0).

T+y=25

(B) Jednoduchy model nabidky a poptavky. V modelech nabidky a poptavky (,supply
and demand“) se sleduje vztah mezi mnoZstvim daného produktu na trhu (m) a cenou za
jednotkové mnozstvi produktu (c). Model pak konfrontuje dva vztahy:

e vztah mezi mnoZstvim a cenou z hlediska chovani zdkazniki (,demanders”) — pfi nizs
cené jsou schopni koupit vétsi mnozstvi produktu (vétsi poptavka).

e vztah mezi mnozstvim a cenou z hlediska chovani dodavateli (,suppliers”) — pfi vyssi
cené jsou ochotni dodat na trh (nabidnout) vétsi mnozstvi produktu;

Oba tyto vztahy (mechanismy) se stfetnou v rovnovazném bodé (,equilibrium®), charak-
terizovaném rovnovaznou cenou a rovnovaznym mnozstvim.

ResSeny aplikaéni piiklad 2.3.3. Na lokalnim trhu plati v sezéné nasledujici vztahy mezi cenou
za 1 kg rajéat (c) a mnozstvim rajéat na trhu v tundch (m): poptédvkova rovnice ¢ = —2m + 40,
nabidkova rovnice ¢ = 0.7m + 7.6. Znazornéte tyto vztahy graficky a najdéte rovnovazny bod.

Zkoumanou situaci jsme znazornili na obrazku
jako poptévkovou a nabidkovou fukci — jsou to  4g 1
pfimky a jejich prisecik je rovnovazny bod.
Pro nalezeni rovnovazného bodu je tfeba resit
soustavu 2 rovnic o 2 nezndmych, kterou upra-
vime na tvar:

Cc

optavkova funkce

30 +
nabidkova funkce
2m + ¢ =40 20 7

—0Tm 4+ ¢ =76"

Jeji feseni je m = 12, ¢ = 16. Rovnovdha na trhu 10
nastane pfi cené 16 Ké/kg. Pfi ni je kapacita

trhu 12 tun rajcat. I i f }
0 ) 10 15 20
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2.3. Linearni rovnice a nerovnice KAPITOLA 2

APLIKACNI ULOHY K RESENI

1. Pan Novédk chce investovat 300 tis. K& M4 dvé mozZnosti — investice typu A poskytne ro¢ni
zisk 10% a investice typu B, kterd je ovSem riskantnéjsi, poskytne ro¢ni zisk 20%. Jak
maé celkovou investici rozdélit, aby mél roéni zisk 13%? (oznacte z; Castku vénovanou na
investici typu A a x9 ¢éastku vénovanou na investici typu B a sestavte soustavu 2 rovnic o
2 neznamych; zndzornéte ji téz graficky).

2. Pan Dvorék chce investovat 500 az 900 tis. K& Mé dvé moznosti — investice typu C poskytne
ro¢ni zisk 10% a investice typu D, kterd je ovSem riskantné&jsi, poskytne rocni zisk 25%.
Jak mé celkovou investici rozdélit, aby mél roéni zisk alesponn 16%7 (oznadte z; Gdstku
vénovanou na investici typu C a zo ¢astku vénovanou na investici typu D a sestavte soustavu
2 rovnic o 2 neznadmych; znazornéte ji téz graficky).

3. Té%ebni spole¢nost ziskava rudu ve dvou dolech. Ruda z dolu Vincenc obsahuje 1% niklu a
2% médi, ruda z dolu Anna obsahuje 2% niklu a 5% médi. Jak je tfeba naplanovat tézbu,
jestlize je tfeba vyprodukovat
(a) 4.5 tuny niklu a 10 tun médi? (b) aspoti 2.3 tun niklu a nejvyse 8 tun médi?

4. Pacient dostdvd v nemocnici specialni vyZivnou dietu. Je treba zajistit, aby jeho strava
obsahovala denné aspon 84 jednotek latky L, a aspon 120 jednotek latky Lo. Jsou k dispozici
dva piipravky (slozky stravy): pfipravek M ma v 1 gramu obsah 10 jedn. L1 a 8 jedn. Lo;
pfipravek N ma v 1 gramu 2 jedn. L; a 4 jedn. L,. Charakterizujte soustavou nerovnic
potfebu uvedené diety (nezapomeiite na pozadavky nezdpornosti).

5. Opakujte feSeny aplikacni ptiklad 2.3.3. pro poptavkovou rovnici ¢ = —m+ 30 a nabidkovou
rovnici ¢ = 0.8m + 6.6.

KREATIVNI ULOHY

1. Napiste soustavu 2 rovnic o 2 neznamych z;, zo, kterd
(a) mé jediné feSeni z; = 7,z9 = 9, (b) m4 jediné feSeni, které neni z; = 7,22 = 9,
(c) ma nekoneéné mnoho feSeni, pfi¢emz jedno z nich 1 = 7,25 =9,

2. Napiste soustavu nerovnic o 2 nezndmych z1, z2 asponl s jednim ostrym znaménkem ne-
rovnosti, kterd
(a) m4 jedno z Feeni z1 = 7,20 =9, (b) nemd feSeni z; = 3,25 = —2,
(c) ma FeSeni z1 = 3,29 = —2, a nemd FeSeni 1 = 7,20 = 9, (d) nem4 z4dné FeSeni.

3. Pomoci soustavy nerovnic charakterizujte nasledujici ¢asti roviny:
(a) treti kvadrant, (b) kompaktni trojahelnik ABC, A = [1,5], B = [3,4], C' = [-2,1],
(c) kompaktni ¢tyfahelnik ABCD, A = [1,1], B =[8,4], C = [3,5], D = [2,4
(d) n&jaky pravoihly trojuhelnik, jehoZ pfepona je rovnobéZn4 s osou z,

(e) néjaky rovnostranny trojuhelnik.

Y

4. Charaketrizujte geometricky (v prostoru) vSechny moznosti, které nastanou pro:
(a) soustavu 2 rovnic o 3 nezndmych, (b) soustavu 3 rovnic o 3 neznadmych.

5. Reste maticové rovnice

11 1 1 11 1
(a) 01 1|-X=12 b)) X-]0 1 1 -X:[l 2 4]
00 1 4 00 1
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KAPITOLA 2

2.3. Linearni rovnice a nerovnice

6* (Supply and demand.) Suppose the supply and demand equations for printed T-shirts in a
resort town for particular week are p = 0.7¢+ 3 (supply equation), p = —1.7¢+ 15 (demand
equation), where p is price in dollars and ¢ is the quantity in hundreds.

(a) Find the equilibrium price and quantity.

(b) Graph the two equations in the same coordinate system and identify the equilibrium

point, supply curve, and demand curve.

7* Repeat the previous problem with the following supply and demand equations: p = 0.4¢+3.2
(supply equation), p = —1.9¢ + 17 (demand equation).

8* A manufacturing plant makes two types of inflantable boats, a two-person boat and a four-
person boat. Each two-person boat requires 0.9 labor-hour in the cutting department and
0.8 labour-hour in the assembly department. Each four-person boat requires 1.8 labor-hours
in the cutting department and 1.2 labour-hours in the assembly department. The maximum
labor-hours available each month in the cutting and assembly departments are 864 and 672,

respectively.
(A) Summarize this information in a table.

(B) If © two-person boats and y four-person boats are manufactured each month, write a
system of linear inequalities that reflect the conditions indicated. Find the set of feasible

solutions graphically.

KONTROMWTH%ZKYKEKAPHIEE2

©®ND RN

=
o

neznimych?

Co je to jednotkovy vektor a jednotkova matice a pro¢ se tak nazyvaji?
Jak je definovan thel dvou vektort, z nichZ jeden je nulovy?
Jak se uplatni princip matice pfi hledani v podrobném planu mésta?
Jaky je vysledek ndsobeni dvou matic, z nichz jedna je nulova?
Pro oznaceni jednotkové matice se pouziva vice symbold. Jakych?
Jak byste definovali v matici vedlejsi diagondlu. Uvedte konkrétni priklad.
Pro¢ je druhd mocnina matice, tj. A%, definovana pouze u &tvercovych matic.
Napiste linearni rovnici, kterd ma pouze jedno feseni.
Napiste rovnici o dvou nezndmych x1,zo, kterd neni linearni.
. Je dana linearni rovnice 2z; — 3z2 = 7. Lze tuto rovnici povazovat za linedrni{ rovnici o 5

TERMINOLOGICKY SLOVNICEK KE KAPITOLE 2

vektor vector

- slozka v-u. component (resolute,
projection) of v.

- nulovy v. zero (null) vector

- jednotkovy v. - unit v.

- zékl. jednot. v. standard unit v.

- volny v. free v.

- vazany v. localized v.

- polohovy v. position v.

rovnobézné v-y.
ortogonalni v-s.
skalarni soucin
vektorovy souéin
norma v.

- parallel v-s.

- orthogonal v-s.

dot (scalar) product
cross (vector) product
norm (magnitude) of v.

line4rni rovnice, nerovnice o n nezndmych
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matice

- typ m.; m. typu
mxn

Fadek m.

sloupec of m.

prvek m.

hlavni diagonala

nulova m.

jednotkova m.

¢tvercovd m. fadu n

- symetrickd m.

- diagonélni m.

- transponovana m.

soudin matic

matrix [mn.¢. matrices]
dimension (size) of m.; an
m xn [,m by n“] m.
row of m.

column of m.

element of m.

leading diagonal

zero (null) m

identity (unit) m
square m. of order n
symmetric m.

diagonal m.

transposed m.

matrix product

linear equation (inequality) in n unknowns (variables)



Kapitola 3
Vektorovy prostor

Treti kapitola ma vyraznéji teoreticky charakter. Je vénovana

zpracovani soubort vektort a zkoumaéni vlastnosti prostoru V,

a jejich podprostori. Jde o teoretickou a metodickou pripravu na
kapitoly 4 a 5. Hlavni body problematiky jsou:

O

definice linearni kombinace souboru vektori, linearni zavislosti
a nezavislosti

dokonalé zvladnuti ekvivalentnich Gprav a jeho vyuziti k urceni
hodnosti matice

aplikace techniky ekvivalentnich tprav pri feSeni specidlnich
maticovych rovnic

zavedeni pojmi linedrni obal a podprostor
pojem baze vektorového prostoru a souradnic vektoru v bazi

aplikace ziskanych poznatkd na zkoumani ortogonélnich do-
plihki ve vektorovém prostoru

geometricka interpretace problematiky podprostort

vyuzitelnost pojmu hodnosti a techniky jejiho urcovani k efek-

tivnimu rozhodovéni riznych otazek a problémi v linearni al-
gebre

35



KAPITOLA 3 3.1. Linearni z4vislost a nezavislost

3.1. Linearni zavislost a nezavislost

Definice. Vektorovy prostor V, je mnozina vSech n-slozkovych aritmetickych vektori
spolu se zavedenymi algebraickymi operacemi®. Souborem n-slozkovych vektori je libovolny
seznam (skupina) A : 01, 03, ... v}, vektord z prostoru V,,, v némz mohou byt nékteré vektory
navzajem shodné. Symbolem O oznaéime prdzdny soubor, tj. soubor neobsahujici zadny
vektor.

Dva soubory vektort z prostoru V,, povazujeme za shodné maji-li stejny pocet polozek
a v8echny jejich prislusné polozky (vektory) si odpovidaji.

Soubory A, B vektorl prostoru V, vpravo nepovazujeme za A:(1,2), (0,0), (1,2)

shodné (i kdyz maji stejnou ,skladbu“), nebot poradi, v B:(1,2), (1,2), (0,
ném?z jsou polozky (vektory) uvadény, je odlisné.
Definice. Ve vektorovém prostoru V,, je dan soubor vektoru A : v1, v3, ...v;, a déale jsou

dana redlné Cisla ¢y, ¢a, . . . ck. Vektor ¥ = c1-v1+cCo-U5+. . .4k V), nazveme linedrni kombinaci
souboru A s koeficienty ¢y, Ca, . . . c. Jsou-li vSechny koeficienty rovny 0, nazyvame linearni
kombinaci trividlni (vysledek je nutné &), v kazdém jiném pripadé pak netrividlni.

Ukazka. Ve Vj vezméme soubor § = (1,2,3,-2),(1,1,1,1),(1,2,3,—2). Potom vektor

7 = 10(1,2,3,-2) + (-2)(1,1,1,1) + 0(1,2,3,—-2) = (8,18,28,—22) je linedrni kombinaci
souboru A koeficienty 10, —2,0. Je zajimavé, Ze nulovy vektor lze ziskat z tohoto souboru
i netrividlni kombinaci, nap¥. pomoci koeficienti 3,0, —3.

Definice. Soubor A vektori prostoru V, nazyvame (linedrné) nezdvislym, jestlize nulovy
vektor ¢ z néj vznikd pouze triviadlni kombinaci. Soubory, které nejsou nezavislymi nazyvame
(linedrné) zdvislymi. Prazdny soubor O je povazovan (definitoricky) za nezavisly soubor.
Hodnosti souboru A (oznacdeni h (A)) nazyvame velikost maximalniho nezévislého
podsouboru, ktery lze z A vybrat. Jestlize je A slozen z k vektort je tedy 0 < h(A) < k.

Jak jsme poznamenali v pfedchozi ukdzce, je S zavisly soubor, nebot z néj lze ziskat G ne-
trividlni kombinaci. Uréité S obsahuje néjaky mensi nezivisly soubor (mozné 2 vektort, pfi
ynejhorsim* aspon ). MlzZeme tedy napsat 0 < h (S) < 2.

Poznamka. Zavislost a nezavislost jsou velmi dilezité vlastnosti soubort vektori. Uvedme
kratkou uvahu, jez ndzorné vysvétli pojem zavislosti: uvazme, ze soubor 3 vektoru v, v, v3,
je zavisly, tj. najdou se ¢isla ¢y, ¢o, ¢3 (ne vSechna nulova, mizeme ptredpokladat tieba ¢; # 0)
tak, Ze 0 = c;v1 + co03 + ¢3v3. Pak ovSem jednoduchym vypocétem dostaneme c¢,v] = —cpvy —
c3U3 a posléze U] = _%@ — %}v’;}. Tedy vektor 07 je linedrni kombinaci ostatnich — je na nich
LZAavisly“.

Uvedenou uvahu lze obratit: je-li v = dyv3 + d3v3, dostaneme po tpravé (od obou stran
rovnice odecteme v;) 0 = —v7 + do¥s + d3v3 a tato kombinace je netrividlni, nebot koeficient
u 77 je —1. Toho nelze docilit u nezévislych soubort.

Pojem hodnosti vyjadiuje ,,miru nezavislosti“ souboru. U nezavislého souboru je on sam
svym maximalnim nezévislym podsouborem (hodnost je rovna poctu vsech vektort souboru),
u zavislych soubortt musime hledat mensi nezévislé podsoubory. Nékdy je dokonce O jediny
nezavisly podsoubor, ktery lze ze zadaného souboru vektord vybrat (napf. pro soubor

T :(0,0),(0,0),(0,0) ).

5Pro potfeby této definice se jedna o operace s&itani vektorii a nasobeni vektorti redlnymi &isly
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3.1. Linearni zavislost a nezavislost KAPITOLA 3

Zvlast je tfeba vySetfit soubor jediného vektoru . Ma-li byt ¢ = ¢ - ¥, vidime, Ze pro
nenulovy vektor je nutné ¢ = 0, zatimco pro nulovy vektor je ¢ jakékoliv realné ¢&islo.

Véta. Necht A je soubor k£ vektort z V,,. Potom plati:

(i) A je zavisly, pravé kdyz bud néktery jeho vektor je linedrni kombinaci vektort ostat-
nich nebo se jedna o soubor jednoho nulového vektoru,

(ii) A je nezavisly, pravé kdyz bud Zadny jeho vektor neni linedrni kombinaci ostatnich
nebo se jednéd o soubor jednoho nenulového vektoru,

(iii) A je zavisly, pravé kdyz h(A) < k; naopak A je nezavisly, pravé kdyz h(A) = k,

Ukézky. P : (1,2),(0,0),(1,3), Q:(1,2),(1,1),(1,2),(1,3), R:(1,2,3,4),(1,1,1,2). Prvni
soubor je zavisly, nebot obsahuje G a ten je kombinaci ostatnich. Stejné je zavisly i druhy
soubor, nebot treti vektor je jednondsobek prvniho.

Naproti tomu je soubor R nezavisly, nebot jinak by jeden z jeho vektord musel byt ndsobkem
druhého. To je typicka charakteristika nezavislého souboru dvou vektoru.

V predchozich ukézkach jsme byli schopni elegantné rozhodnout otézku zavislosti a ne-
zavislosti. U jinych soubord to nemusi byt tak jednoduché. Vyklad nyni smétuje k popisu
standardniho zptsobu vypoctu hodnosti.

Definice. Ekvivalentnimi ipravamisouboru vektori A nazyvame nésledujici itkony s vektory
tohoto souboru:

(a) zménit poradi vektord,

(b) nésobit kterykoliv vektor libovolnym nenulovym ¢islem,

(¢) pricist ke kterémukoliv vektoru libovolnou kombinaci zbylych (téz odeéist),
(d) pfidat nebo ubrat nulovy vektor.

Uvedené tpravy lze opakovat. Vznikly soubor B nazyvame ekvivalentni s pivodnim
a tento vztah zapiSeme A ~ B.

Véta (o hodnostech soubort). Jestlize je A ~ B, potom plati h (A4) = h (B).

Ukézka. (1,2),(2,3),(-2,-2) ~ (1,2),(1,1),(-2,-2) ~ (1,2),(1,1),(0,0) ~ (1,2),(1,1).
Provedli jsme nésledujici ekvivalentni Gpravy: v prvnim kroku odecetli od druhého vektoru
prvni vektor, v druhém kroku pficetli ke tfetimu vektoru dvojnasobek druhého a v poslednim
kroku odstranili nulovy vektor. Vysledny soubor je zfejmé nezéavisly, nebot Zidny jeho vektor
neni nasobkem druhého vektoru, a mé tedy hodnost 2. Podle véty o hodnostech jsme tedy
urdili i hodnost poc¢atecniho souboru, ktera je také 2.

Pfi praktickém provadéni ekvivalentnich tprav (s cilem ur¢it hodnost) se osvédéuje pou-
ziti maticového zapisu. Pomocnou matici vytvorime tak, ze vSechny vektory zadaného sou-
boru zapiSeme v néjakém poradi (nejcastéji tak, jak jsou vyjmenovany v souboru) do jejich
radkid. Vyjadiime to frazi:

,vektory souboru A jsme uspofidali do (fddkd) matice A “.

Definice. Hodnosti matice A (oznaceni h (A)) nazyvame hodnost souboru vSech jejich rad-
kovych vektorii. Rekneme, Ze matice A, B jsou ekvivalentni (zdpis A ~ B), jestliZe soubory

vSech jejich fadkovych vektorli jsou ekvivalentni. Z véty o hodnostech soubort plyne, ze
ekvivalentni matice maji stejné hodnosti.
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KAPITOLA 3 3.1. Linearni zavislost a nezavislost

Nyni zbyva popsat postup efektivniho nalezeni hodnosti matice.

Definice. Necht A je matice typu m x n. Pro kazdé i = 1,2, ... m definujeme ,¢islo“ n():
je-li a7, = & pak, na(i) = oo, je-li ai, # 0, pak n4(7) je nejmensi j, pro které a;; # 0.
Matice A se nazyva matice v Gaussové ® tvaru, jestlize neobsahuje nulovy fddek a posloup-

nost éisel n4(7) je rostouci, tj. plati na(1) < na(2) <... < nas(m) < oco.

V ukdzce jsme pripravili dvé matice. Pro matici C je 0 51 2
nc(l) = 2, nc(2) = 3, ng(3) = oo, ne(4) = 2. Je vi- O - 00 5 0
dét, Ze tato ¢isla zaznamendvaji vyskyt prvniho ,zleva“ 100 00 O
nenulového prvku v fadcich. Matice C neni v Gaussové 0 2 0 -9
tvaru (pc.)s.loupnost ’2, ,3, 00,2 nvevyhOVUJe). 0 38 o2
Pro matici D dostdvdme po fadé np(l) = 2,np(2) = D=100 0 4
4,np(3) = 5, neboli 2 < 4 < 5 < 00, tj. D je matice 000 0

v Gaussové (,schodovitém, stupiiovitém®) tvaru.

Véta. Je-li A matice v Gaussové tvaru, pak h (A) je rovna poctu jejich fadka.

KomentaF. Namisto obecného (teoretického) dikazu uvedme ukazku uvahy pro vyse uve-
denou matici D, ktera je (jak vime) v Gaussové tvaru. Jeji fadkové vektory jsou

di, = (0,2,3,8,2), da = (0,0,0,5,4), d3, = (0,0,0,0,—9). Abychom ukazali, Ze tato
skupina vektori je nezavisla, studujme rovnici & = c1d1« + cadas + c3dss;  rozepiSeme ji
po slozkdch (vektory jsou 5-slozkové):
1. slozka: 0=c-0+c2-0+¢c3-0

2. slozka: 0=c124+c2-0+c¢3-0 neboli 0=2¢

3. slozka: 0=c¢c-3+c¢c2-0+¢c3-0

4. slozka: 0=c1-8+c-5+c3-0 neboli 0 = 8¢ + 5¢o

5. slozka: 0=c1-2+cy-4d+c3-(—9) mneboli 0=2c; +4cy —9cs

Nyni jiz vyuzijeme toho, Ze matice byla v Gaussové tvaru — hodnoty np(1) =2, np(2) = 4,
np(3) = 5 rozhoduji o pouziti 2., 4., a 5. rovnice pro argumentaci:

z 2. rovnice je ,vynuceno“ c¢; = 0, coz vzapéti (po dosazeni do 4. rovnice) ,vynuti“ ¢y = 0
a konecné dosazeni obou jiz zjisténych hodnot do 5.rovnice dava c3 = 0. Kombinace je tedy
nutné trividlni, ¢ili soubor je nezavisly. Tedy h(D) = 3 = podet fadki matice D.

Véta. Kazdou nenulovou matici 1ze ekvivalentnimi dpravami prevést na Gaussiv tvar.

Priklad 1. Ukazme nejdiive ipravu matice na Gaussiv tvar na jednodussim ptikladé.

2101 @ o2 3 10 2 3 10 2 3
1023~ 2 101|~|00 -4 -5|{~]01 -4 =5
-1 345 -1 345 0 6 8 0 0 18 23

Matici jsme postupné upravovali ve tfech krocich. V prvnim kroku jsme si pripravili prvni tzv.
wkliovou jedni¢ku“ a to vymeénou 1. a 2. fadku [ekvivalentni Gprava (a)]. Prvni fddek nazveme
nyni ,klicovym fadkem*.

V druhém kroku jsme tuto ,jednicku“ vyuzili k ziskani ,nul“ ve zbytku prvniho sloupce pod ni:
od druhého fadku jsme odedetli 2-ndsobek kli¢ového fadku [ekvivalentni dprava (c) ] a ddle jsme ke
tfetimu fadku pficetli kli¢ovy fadek (ten zistal po provedeni pfedchozi operace nezménén a mohl
tedy byt pouzit jesté jednou) [znovu ekvivalentni Gprava (c)].

®Karl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik
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3.1. Lineérni zavislost a nezavislost KAPITOLA 3

Po provedenych tpravich se dokonce ($fastnou ndhodou) objevila ve druhém fadku dalsi po-
tfebné klicova jednicka, pomoci niz jiz snadno dokonéime upravu do Gaussova tvaru: od tfetiho
fadku odecteme 3-ndsobek druhého fadku [ekvivalentni Gprava (c)|.

Priklad 2. V této ukazce demonstrujeme pouziti uzitecné pomicky, tzv. kontrolniho sloupce
(zde symbol ,k*). Tento sloupec pfidany vedle matice obsahuje hodnoty soué¢tl jednotli-
vych fadkd. Pri kazdé manipulaci s fAdkem provaddime dany tkon téZz s prvkem kontrolniho
sloupce. ,,Krizova kontrola® — tj. revize rddkového souctu — mize zachytit numerickou chybu
¢i chybu pfi opisovani.

k k k

033327 11 0mM111] 4 011 1 17 4

03357| 18 ~|03357| 18 ~|000 2 4| 6 ~

02221| 7 02221 7 000 01| —1

02210] 5 02210 5 000 -1-2] -3

k k )

011 1 1] 4 0111 17 4 0111 11 4

~1000M@ 2/ 3~ 10001 2| 3~ | 001 5| 3

0000 —1| -1 0000 -1f -1 000011
000-1-2] -3 0000 0] o0

1. krok: ziskani prvni kli¢ové jednicky - od 1.7. odeéten 3.T.,

2. krok: nuly po kli¢ovou jednickou - od 2.t. odeéten 3-nasobek kli¢. f., déle od 3. 1.
odelten 2-ndsobek kli¢. ., dale od 4. f. ode¢ten 2-ndsobek kli¢. ¥. (v8echny tyto operace lze
uskutecnit bezprostiedné za sebou, protoze kli¢ovy t. se neméni),

3. krok: ziskani nové klicové jednicky - délime 2.F. dvéma [ ekvivalentni uprava (b) ]

4. krok: nuly pod klicovou jednickou - ke 4.f. pfi¢teme kli¢. 1.

5. krok: odstranéni 4. I., ktery je nulovy [ ekvivalentni dprava (d) ].

3

Poznamka. Je tfeba upozornit na to, ze postup upravy dané matice na matici v Gaussové
tvaru neni jednoznacny. V uvedeném prikladu 2 jsme mohli jiz na zac¢datku od 1. radky odecist
4. radku a ziskat tak prvni klicovou jednic¢ku jinym zpisobem. Dusledkem této nejednoznad-
nosti je i to, Ze dvéma vypoctafim mohou vyjit dva rizné vysledky (matice v Gaussové
tvaru). Podstatné je, Ze vysledné matice jsou ekvivalentni; maji stejny pocet fadkid a tim
i stejnou hodnost.

Nyni formulujeme zasady obecného postupu (algoritmu) apravy matice.
Strategie pro tpravu nenulové matice A na Gaussuv tvar:

(1) Najdeme prvni nenulovy sloupec (feknéme j-ty) a vyménou a tpravou radkd dosih-
neme toho, aby a;; =1 (kli¢ova jednicka);

(2) Pomoci kli¢ového fadku dosdhneme toho, aby se vSechny prvky ,,pod“ kli¢ovou jed-
ni¢kou zménily na nuly (tzv. eliminace);

(3) Nulové fadky odstranime;

(4) Postup (1), (2), (3) aplikujeme znovu na zbytek upravené matice bez prvného fadku,
(1. fadek jiz jen formélné opisujeme az do ukonéeni postupu).

(5) Také na dalsi fadky aplikujeme uvedeny postup, dokud nebude celd matice v poZa-
dovaném tvaru.

Pti tomto postupu se pocet radkll upravované matice nemize zvysit, ale muze se snizit

(bod (3)).

39



KAPITOLA 3

3.1. Linearni zavislost a nezavislost

RESENE PRIKLADY

ReSeny piiklad 3.1.1. Urcete hodnost zadané matice M =

Reseni. Ekvivalentnimi Gpravami pfevedeme matici M na Gaussiiv tvar.

4323137 16 1013 -10
232212 12 2322 12
331023 12 7 |3310 23
200101 4 2001 01
10 1 3-10 4 10 1 3 -
03 0—-4 32 4 03 0 —4

~“100-2-5 21| -4 7|00 -2 -5
00-2-5 21| —4 00 0 0

Vsimli jste si, ze jsme ,vystacili* s kliovou 3 a kli¢ovou —2 ? Vysledek: A (

4
12
12

432313
23221 2
331023
200101
av
10 1 3 -10 4
03 0 -4 32 4
03 -2 -9 53 0o "
00 -2 -5 21| -4
j 10 1 3-10 4

L~ |03 04 32 4

00 -2 -5 21| —4

0

M) =3.

Reseny piiklad 3.1.2. Je dan soubor vektort S : (2,2,3,2), (1,1,1,1), (1,3,1,1), (1,3,1,3).

Zjistéte, zda S je zavisly soubor.

11117 4 1111
2232( 9 0010
1311 6 0200
1313 8 0202

Skupina je nezavisla, nebot hodnost je rovna poctu vektoru (tj. 4).

Reseny piiklad 3.1.3. Provéite platnost vatahu h (A) = h (A7) pro A = [

Reseni. Vypodteme obé hodnosti:

1 23 11
1 5 6 01

Obé hodnosti jsou rovny 2.

111 11
23 14 2 3

2
3

3
3

(6]
4 111 4 11117 4
1 |020 2 0200 2
2 001 1 001 2| 1
4 0202 4 0002 2
111123
123456/
r11 117 117
12 01 01
13 0 2 00 11
1 4 03 00 01
2 5 03 00
13 6 03] [o0o0]

V poslednim feSeném ptikladu jsme provérili na matici A, Ze pfi transponovani nezméni
hodnost. Tuto vlastnost ma kazd4d matice (viz nésledujici véta), coz zdtvodhuje moznost
upravovat matici i manipulaci se sloupci (jsou to fadky matice transponované). My se v na-
Sem textu drzime zésadné Gprav fddkovych — mame k tomu i dalsi divody, o nichz se

zminime pozdéji.

Vé&ta. Pro kazdou matici A plati h (A) = h(AT).

Dtsledek. Ma-li soubor vektorii S z prostoru V), aspon n + 1 vektord, je nutné zavisly.

Zdavodnéni. Vektory souboru S uspofddame do fadku matice (ozna¢me ji A). Tato matice ma n

sloupcti, nebot vektory jsou n-slozkové. Matice AT mé4 tedy n fadkid a po Gpravé na Gaussiv tvar
se jejich pocet nezvysi a tedy h (A1) < n. Soubor S mé hodnost nejvyse n a ziroven aspon n + 1

vektord, tedy je zavisly.

40



3.1. Linearni zavislost a nezavislost KAPITOLA 3
ULOHY K RESENI

1. Rozhodnéte, které z nasledujicich matic jsou v Gaussové tvaru, a vysvétlete proc.

o 3] w0 @[] o) @it w[onnzey

00 200 200 2001 21011 111111
() |10} (h){110] @)|010 () |0000| (k) {32101] (1)]|222222
12 223 000 0002 11221 333333
01 211 010 0200 01234 [011111]
02 122 101 0060 00002 203122
@) o] @i111] ©lo10] ®lo001| @{o0001| @ |a51113
04 222 101 0002 00004 (110744]
01 210 210 2222 01234 [011111]
10 120 121 1060 12345 101010
(s) |O01| () {110] (u|012| (v)|1111| (w)|00123]| (z)|051113
10 220 201 1222 00012 111000
01 220 012 1222 12345 011111
0 0 1 02 0 1
0 1 2 1 01 2 1
] . o - N
2. Co se stalo s jednotlivymi fadky matice? 0 — 1 9 00 3 3
0 10 1 1 00—19 —9
3. Vysvétlete jednotlivé kroky upravy matice:
111 1 11 111 111 111 111 111
101 0 —1 0 010 010 010 010 010
123 o 12| 7 ]o12 002 001 001 001
-1 01 0 12 012 002 002 000

4. Urcete hodnosti jednotlivych matic v tloze 1.

5. Pomoci vypoctu hodnosti rozhodnéte u zadanych soubort, zda jsou zavislé nebo nezivislé:
(a) (1,2), (2,1) (b) (1,0), (0,1) (c) (1,0,1), (0,1,2) (d) (1,0,-1), (-2,0,2)
(e) (1,2,3), (2,1,3) (f) (1,0,1), (0,1,1), (1,1,0) (g) (1,1,1), (0,1,2), (2,1,0)
(h) (1,2,3,4,5), (i) (1.5, 0,1,0), (0,0,1,1) (g) (1,-1,1,1), (-=1,1,2,1), (1,1,0,0)
(k) (1,2,3), (2,1,3), (3,1,2), (2,3,1) M (1,1,-1,1,1), (-1,1,2,1,1), (0,2,1,2,2)
6. K danému souboru pridejte jesté jeden nenulovy vektor takovy, aby vznikl4 skupina byla
zavisl, nebo naopak takovy, aby byla nezavisla:
(a) (1,1), (2,2) (b) (1,0,6), (2,2,2) (c) (-3,0,2,0), (1.5, 0,—1,0)
(d) (1,2), (2,1) (e) (8,4,6), (1,1,1) (f) (-=3,0,2,0,1.5, 0,—1,0)
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KAPITOLA 3 3.1. Linearni zavislost a nezavislost

1 2 1 2 0 1 0 1
7. Jsou dany dvé matice A=|1 0 1 -1 ¢}, B = 1 -1 1 1
1 2 1 0 -1 0 0 2

Uréete hodnosti matic: A, B, 104, A+ B, 2A—B, A-B, B-AT, AT.B, AT, B.-B.

APLIKACE

Nejcennéj§im prvkem této podkapitoly je technika ekvivalentnich Gprav. V dalsich kapi-
tolach se ukaze jeji prinos ke zpracovani skupin vektori, matic i soustav rovnic. Tyto postupy
jsou v matematice znamy jiz dlouhou dobu, u soustav rovnic se mluvi o elimina¢nich meto-
dach, u matic téz kondenzacnich postupech. UkaZzme zde jednu aplikaci.

Reseni maticovych rovnic tvaru A- X = B.

Motivaéni ptiklad. Mame fesit soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, ktera ma variantné
zadany tfi rizné pravé strany. Navrzeny postup ukazuje, Ze je mozno vSechny soustavy (jsou
tedy vlastné 3) fesit najednou. Postup budeme piehledné zaznamendvat v matici napravo
tak, ze pred délici ¢arou jsou koeficienty levych stran, za délici carou jsou jednotlivé varianty
pravych stran.

Znddut 521+322=6 nebo=5 anebo= 4[5 3|6 5 4
adant: 4z, +212=4 nebo=0 anebo=-8 | 4 2|4 0 -8
Voms ot rovmic, | 4711222=4 nebo=10 anebo =8 (4 2|4 0 -8
ymEna poradirovic. g 3., -6 nebo=5 anebo= 4 |5 3|6 5 4

Prvni rovnici dslime 4 21+0.520=1 nebo = 0 anebo =-2 [1 05]1 0

" Bbz;+ 3z0=6 nebo=5 anebo= 4 {5 3 5
Od druhé rov. odedten z;+0.5zo=1 nebo=0 anebo=—2[1 051 0
5-nasobek prvni. 0.52z0=1 nebo=>5 anebo=14 {0 0.5|1 5
21+0.52=1 nebo= 0 anebo=-2 |1 05|1 O -2

Drubd rov. nasobena 2. 2y=2 nebo =10 anebo=28 |0 1|2 10 28}

Z druhé rovnice je vyloucena (eliminovina) proménné z,, takZe z ni snadno uréime z; a po jeho
dosazeni do prvni rovnice ziskdme posléze x1. Prvni varianta pravych stran: z1; = 0,291 = 2,
druha var. pravych stran: x1o = —5, zop = 10, tieti var. pravych stran: z;3 = —16, 293 = 28.

Na zavér ukizky provedeme podstatny mysSlenkovy obrat. Jestlize sepiSeme vysledky vy-
poc¢tu do matice, je vidét porovnanim s puvodnim zadanim, ze jsme Fe$ili maticovou rovnici

53 Ti1 T12 ZT13 | _ 6 5 4 . | T 12 T3 | __ 0 -5 —16
{4 Zj' [.’1721 99 :1:23} o |:4 0 -8 SVYSledkem X = Io1 T22 T923 - 2 10 28
Véta (o FeSeni maticovych rovnic A- X = B). Je-li A matice typu m X n; a B matice typu
m X ngy, pak symbol [A|B] oznacuje matici typu m X (ny +ns), kterd vznikne jejich spojenim
(sepsanim sloupcii vedle sebe). Matici [A|B] nazyvame délenou matici a rozliSujeme v ni
délici ¢aru mezi levou a pravou c¢asti.

Jestlize [A|B] ~ [A;|B1], potom rovnice A- X = B a rovnice A; - X = Bj s nezndmou matici
X maji stejnou mnozinu feSeni (tj. matic X, které je spliwuji).

V motiva¢nim prikladé jsme ukdzali jak feSit soustavu s vice pravymi stranami. Nyni
vysvétlime metodu feSeni maticovych rovnic.
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3.1. Lineérni zévislost a nezavislost KAPITOLA 3

ReSeny aplikaéni priklad 3.1.1 Reste maticové rovnice

o[- w22 o[- @[ [

T21 T22

Reseni. (a) Hleddme matici X = [1311 12 ] takovou, Zze \i; i . [IH 12 | - z 2}
Aplikace véty spoéiva ve ,zpracovini“ délené matice:

1220 5 1 2{20] 5 12 2 0 5éihx1+2xg= 2 nebo = 0
34/86| 21 0 -2 —

26| 6 01{-1 -3 3 zo = —1 nebo = -3
Snadno uréime u prvni soustavy: zo; = —1, pak z1; = 4; podobné pro druhou x4 = —3, 12 = 6.

Tedy X = [ _le _g } Fesi rovnici {é ;} X = [ _i _g] a dle véty je to i feSeni rovnice zadané.

(b) Zapisme zadanou rovnici nejdiive symbolicky jako Y - C' = D. Zde nelze piimo pouzit uvedenou
vétu, nebot nezndmé matice je nalevo od matice C' (ve vété je pozadovdna napravo !). Proto
nejdiive obé& strany rovnice transponujeme a vyuzijeme rovnosti (P- Q)T =Q7T-PT.

28

., .. 113 T
Dostavame rovnici [2 4} Y = [0 6

} . Ozna¢ime X = Y T a rovnici fesime podle véty:
2 406 12 0 —2{-4 —-10| -16 01|25} 8 o = 2 nebo =5

2
5
(c) Prejdeme hned k aplikaci véty o FeSeni rovnic:

[12342} 12 [123~4 2] 12 ... 21+272+323 =4 nebo = 2
246

Gil
85| 25 00001 e
Jedna z rovnic 0z1 4+ Oxzs + 0x3 = 1 je nesplnitelnd, tj. maticovd rovnice proto nemé4 zadné feSeni.

{13‘2 8] 14 [1 3‘ 2 8] 14 [13‘28} 5 g %1372 =2mebo =8

-4 -7

Snadno dopoéteme X = [ 9 &

} a nakonec tedy Y = X T = {_3

1 02140x94+0z3 =0 nebo =1

(d) Resime analogicky jako predchozi:

12(34| 10 121314 10(:ili z1 + 222 = 3 nebo = 4

2 416 8¢ 20 00[00 0 0z1 + Oz = 0 nebo = 0
Z¥ejmé druha rovnice je formalni. Reseni ziskame z prvni rovnice tak, Ze z je volitelny parametr.
Prvni var. pr. strany: 19 = ¢, 211 = 3 — 2t, druh4 var. pr. strany: 29 = s,71; =4 — 2s.

3—2t

Uloha mé nekoneéné mnoho feseni X = [ )

4— 22 } ,kde s, € R jsou libovolna &isla.

APLIKACNI ULOHY K RESENI

11 13 226
(a) A-X=B (b)B-X=A (JA-X=A (dX-A=B (e)X-A=BT
(f)B-X =B (g A X=C ()B-X=C ({H)C-X=C G)x-cT=B"

1 Pro matice A:{l 2],B={1 3] C:[l L 3]fe§terovnice:
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3.2. Podprostory prostoru V,

Definice. Necht S je neprazdny soubor vektord z prostoru V. Linedrnim obalem tohoto
souboru (oznadeni < § >>) nazveme mnozinu v8ech linedrnich kombinaci souboru S.
Podobné pro kazdou neprazdnou mnozinu V vektord z V,, jejim linedrnim obalem < V >
minime mnozinu vSech vysledki linedrnich kombinaci vektora z V.

Poznamka. V obalu se vZdy objevi ¢ jako vysledek trividlni kombinace. OvSem obal i velmi
malého souboru ¢ mnoziny muZe byt obrovsky. Jakmile totiz mame k dispozici aspon jeden
nenulovy vektor ¥, objevi se v obalu vSechny jeho nasobky, tj. vektory tvaru r - ¥ a ty jsou
(v pripadé nenulového vektoru) navzajem ruzné - tedy je jich nekoneéné mnoho.

Zékladni otazkou je, jak efektivné rozpoznat, zda vektor patii do obalu daného souboru.
Uplnou odpovéd poskytuje jednoduchy test popsany v nésledujici vété.

Véta. Je-li 7 € V,, a dale S soubor vektorii z V,,, potom 7 €K § > pravé kdyz hodnost
souboru S se po pridani vektoru v nezméni.

Reseny ptiklad 3.2.1. Zjistéte, ktery z vektora 9 = (1,1,5), T2 = (1,2, 3) pat¥i do obalu souboru
S:(1,4,2),(2,5,7),(3,6,12).

Reseni. Nejdiive zpracujeme soubor S ekvivalentnimi Gpravami:

14 2 1 42 1 4 2
25 7{~|0 -33|~10-33 ”[é_gg}”[éf_ﬂ
3 6 12 0 -6 6 0 00

Vidime, Ze h(S) = 2. Je-li dany vektor z obalu skupiny S, nesmi zvysit jeji hodnost. P¥idame
nyni ¢; (rovnou do upraveného souboru — je to vyhodnéjsi):

14 2] [1 4 2] [14 2] L4 o
01 -1({~]0 1 -1} ~]01-1]~ [0 1 _1};hodnostje stejna, tj. v; €K S >.
11 5 0 -3 3 00 0]

Podobné zkusime pridat vektor 5:

-

14 21 [1 4 2 [14 2]
01 -1|~]0 1 -=1{~1]01 =1/ hodnost se zvysilana 3, tj. v; ¢ K S >.
12 3 0 -2 1 100 1

- J 4

Definice. Mnozina vektorti P z prostoru V,, se nazyva podprostorem prostoru V,, jestlize
plati <« P > = P. Specidlné jsou podprostory vSechny linedrni obaly soubor a mnozin
a také takzvany trividini podprostor obsahujici pouze nulovy vektor.

Je tfeba zdidraznit, Ze ani nekone¢nd mnozina vektort nemusi byt jeSté podprostorem. Naptiklad
nekonec¢na mnozina vSech dvousloZkovych vektori majicich prvni slozku rovnu 2 se pfi ,,obaleni“
jesté zvétsi - v obalu se totiz objevi také soucet kazdych takovych dvou vektort a ten ma prvni
slozku rovnu 4, atd. atd.

Podprostor je uziteény abstraktni pojem. Nasledujici véta ho charakterizuje.
Véta. Neprazdna mnozina vektordt V' je podprostorem, pravé kdyz spliuje dvé podminky
(i) [soucet] jestlize v, 7o € V, pak 0y + 72 € V,
(ii) [ndsobek] jestlize 7, € V, potom pro kazdé r € R plati r - ) € V.
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Ukéazka 1. MnoZina vSech 4-slozkovych vektori, jejichZ posledni slozka je nulova, je podprosto-
rem prostoru Vj. Je to proto, Ze podminky (i), (ii) z pfedchozi véty jsou zfejmé splnény (soucet
i nasobek takovych vektorti ma opét étvrtou slozku nulovou).

Ukézka 2. Necht V je mnoZina vech vektori kolmych k vektoru @ = (1,2,3,4,3). Pak V je
podprostorem prostoru V5. Provéfme opét obé pozadované vlastnosti.

(i) jsou-li v1, U3 vektory kolmé na @ (tj. v1-@ =0, v3-@ =0), pak (v +v2)-@a=0+0=0,

(ii) je-li ¥ kolmy na @, pak ovem (r-¢)-d=r-0=0.

Definice a Véta. Je-li P =< S >, pak S nazyvadme souborem generdtord 7 tohoto
podprostoru P. Nezavisly soubor generatorti nazyvame bazi.

Pro kazdé dva soubory vektori je §; ~ S, pravé kdyz < §; > =< &, > . Tedy vSechny
soubory generatoria daného podprostoru P maji stejnou hodnost — nazyvame ji dimenzi
podprostoru P a zna¢ime dim P. Trividlni prostor ma dimenzi 0.

V8echny béze netrivalniho prostoru P maji stejny pocet vektort a ten je pravé dim P.
Reseny piiklad 3.2.2. Urdete dimenzi podprostoru P =<« (1,3,0),(2,7,0),(3,9,0) > a najdéte
né&jakou jeho béazi.

Reseni. Zpracujeme zadany soubor generatori:

130 130 L3 0
2 70|~]010 [o | 0].TedyjedimP:2.
390 00 0

Pivodni soubor generdtort nebyl bazi (byl zavisly). Ziskali jsme vSak jednu z mnoha bazi
podprostoru P, totiz B : by = (1,3,0),b, = (0, 1,0).

Véta a Definice. Necht soubor B : 51, 52, . 5k generuje netrivialni podprostor P.

(a) Je-li soubor B zavisly, pak llbovolny vektor v e P je mozno vyjadrit nekoneéné mnoha
zpusoby jako linedrni kombinaci vektori bl, bg, ce bk;

(b) je-li soubor B nezéavisly — tedy baze, pak libovolny vektor 7 € P je mozno vyjadfit
jedinym zpusobem jako linedrni kombinaci ¥ = ¢y - by + ¢o - bo + ... + ¢ - b a koeficienty
€1,Ca,...,C, nazyvame (v tomto pevném potadi) soufadnicemi vektoru ¥ v bdzi B.

V feSeném prikladu 3.2.2. jsme ziskali bazi B : by = (1,3,0),bs = (0,1,0) zadaného podprostoru.
Méame uréit souradnice vektoru vektoru (5, —1,0) v této bazi. Hledame tedy &isla ¢;, c2, pro néz
(5,-1,0) =¢; - by +cg by =cp-(1,3,0) +c2-(0,1,0), coz po slozkach vede na rovnice:
rovnice pro 1. slozku: ¢; - 1 + ¢ - 0 =5,

rovnice pro 2. slozku: ¢; 34+ ¢y -1 = —1,

rovnice pro 3. slozku: ¢; -0+ ¢ - 0= 0.

Soustava m4 jediné fefeni (tj. soufadnice zadaného vektoru v bazi B): ¢ = 5, ¢y = —16.

Nejcastéji se setkame s badzemi prostoru V;,.

Definice a Véta. Dimenze celého vektorového prostoru V,, je rovna n. Tedy kazda baze
prostoru V,, je nezavisly soubor slozeny z n jeho vektori.

Kanonickou bazi prostoru V, nazyvame bazi tvorenou zdkladnimi jednotkovymi vektory
(v pevném poradi) &, : (1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1), neboli &, : €1,8é,...,E.
Je-i T = (v1,v2,...,v,) € V,, pak soufadnice vektoru ¢’ v kanonické bazi &, jsou totozné
s jeho slozkami, tj. jsou to vy, va, ..., Up.

"té% ho nazjvame uréujicim souborem nebo fikdme, Ze soubor S generuje podprostor P
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Ukéazka: Uvazme ve Vo dvé baze & : (1,0) (0,1) a B : (1,2), (3,7). Zfejmé pro vektor 7 = (5, —8)
plati 7 =5 (1,0) + (—8) - (0,1), tedy soufadnice vektoru (5, —8) v kanonické bézi jsou 5, —8.
Uréime soutadnice vektoru ¥ v bazi B. Hledame &isla ¢q, ¢ tak, aby ¢1-(1,2)+c2-(3,7) = (5, —8),
coz znamena po slozkich:

rovuice pro 1. slozku: c1-14¢cy-3=25,
rovnice pro 2. slozku: c1:24+cp-7T=-8.
Po vyreSeni dvou rovnic o dvou nezndmych mame ¢; = 59, c2 = —18, coz jsou hledané souradnice

vektoru ¥ v bazi B.

—

Reseny piiklad 3.2.3. Jsou dany soubory A : @ = (1, -3),d2 = (2,2), B: by = (4,1),b = (2,1).
(a) Provéite, ze jde v obou pfipadech o bazi prostoru V3,
(b) Jsou-li 5,3 soufadnice vektoru o' v bazi A, najdéte soufadnice tohoto vektoru v bazi B.

Regeni. Bize prostoru Vz je soubor 2 nezavislych vektori. Je tieba provéfit, ze h(A) = h(B) = 2.

1 -3 1 -3 4 1 2 1 2 1 . .
[2 Q}N 0 8]’ [2 1}~[4 1}~[0 _1}.Oberoubaze.
Nyni uréime vektor ¢’ — jeho slozky totiz nezname, av§ak zname jeho soutradnice v bazi A; tedy
7 =5(1,-3) +3(2,2) = (11, -9).
Posléze ur¢ime soutfadnice vektoru @ = (11,—9) v bazi B. Hledame ¢&isla ¢, o tak, aby
c1-(4,1) + ¢ (2,1) = (11,-9), coz znamena po slozkach:

rovnice pro 1. slozku: c1-44cy-2=11,
rovnice pro 2. slozku: c1-1l4+c-1=-9.
Soutadnice vektoru ¢’ v bazi B jsou ¢; = 229,c2 %Z.

Poznamka. Obecné vede loha na urceni soufadnic vektoru v béazi prostoru V,, na soustavu
n rovnic a n neznamych. Tyto soustavy se naucime efektivné resit v dalSich kapitolach.

ULOHY K RESENI

1. Rozhodnéte, ktery ze zadanych dvou vektord patfi do linedrniho obalu souboru &
(a') -‘ = (1 5) -‘ = (_672)a S (37 —1)7 (_35 1)7 (121 _4)7 (_24a8)

(b) 71 = (1,4,7), v (0,—-1,—2), S:(1,2,3),(1,1,1),(2,5,8),(2,2,2)
(C) vy = (1 2 1 2) (17 15 171)1 S (07 1) 171)7 (07 17_371)7 (1a2a 1) _4)7
(d) v1 =(1,0,0,0, 1 =(1,1,1,1,2), &:(1,0,1,0,1),(1,1,0,0,1),(0,1,1,1,1).

2. Urcete dimenzi podprostoru zadaného souborem generatori S a najdéte néjakou jeho bézi.

(a) §: (3,-1),(-3,1),(12,-4),(—24,8),(1,1)
(b) §: (1,2,3),(1,1,1),(2,5,8),(2,2,2)
(c) §: (1,-1,1),(2,-2,2),(1,2,3),(0,3,2)
(dy §:(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,1,-3,1),(1,2,1,—4),
(e) §:(1,0,2,0,1),(1,2,0,0,1),(0,1,1,1,1),
(f) §:(0,0,1,1,1,1,1),(0,0,1,1,0,0,0),(0,0,0,0,0,1,1),(0,0,1,1,0, 1, 1).
3. Rozhodnéte, zda B je baze prislusného prostoru V,,, a jestlize ano, najdéte souradnice vektoru
7 v této bazi.
(a) = (11,5), B: (3,-1),(1,1) (b) = (10,43), B: (1,-1),(7,1)
(¢) U= (4,2,9), B:(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1), (d) ¥ =(7,5,2), B: (1,0,1),(0,1,0), (1,1, 1).
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4. Vektor ¥ ma v bazi A soufadnice —6, 7. Urcete jeho soutfadnice v bazi B.

(a) A: (3,-1),(3,1), B:(1,2),(2,1) (b) A: (4,1),(1,1), B:(1,-1),(2,1)

(c) A: (0,-1),(0,1), B:(1,0),(0,—1) (d) A: (4,4),(2,2), B:(1,1),(0,1)
(e) A: (4,1),(2,1), B:(1,3),(9,1) ) A: (2,1),(7,7), B:(1,-1),(-3,3)
5. Pridejte k souboru S dalsi vektor nebo vektory, aby vznikla baze prislusného V;,.
(a) S: (3,-1) (b) §: (4,1,1),(1,1,4)
(¢) §:(3,-1,0,0,0),(3,-1,1,0,0) (d) §: (-1,1,1),(1,1,-1)
(e) §:(0,1,0,1,-1),(1,0,1,0,1),(1,1,1,1,1) (HS:(1,1,1,2),(1,1,1,1),(1,1,2,1)

APLIKACE

(A) Ortogonélni doplnék. Uvedme nejdfive dalsi poznatky o podprostorech.

Véta (o praniku podprostori). Jsou-li P;, P, podprostory prostoru V,, potom mnozinovy
prinik P, N P, je téZ podprostorem prostoru V;,. Obecnéji plati: prinik libovolného systému
podprostori prostoru V,, je opét podprostor prostoru V,.
Komentaf. Stadi provéfit charakteristické vlastnosti podprostoru — prinik spliuje (i) a (ii).
,Bohatost“ priniku nelze predvidat. Jako ptiklad si vezméme t¥i podprostory prostoru Vi:
P, ...vSechny vektory, jejichz 3. slozka je nulova;
P, ...vSechny vektory, jejichz 2. i 3. slozka jsou nulové;
Py ...v8echny vektory, jejichz 1. slozka je nulova.

Nyni je P, N P, = P, (prinik je ,bohaty“), ale P, N P; = {0} (prunik je trividlni podprostor).

Véta a Definice. Je-li S soubor vektord (resp. V mnozina vektori) v prostoru V,,, pak mno-
7ina vSech vektori kolmych ke vSem vektoriim souboru § (resp. mnoziny V') je podprostorem
prostoru V;,. Oznacujeme ho S* (resp. V+)® a nazyvame ortogondinim dopliikem souboru S
(resp. mnoziny V). Pro kazdy podprostor P prostoru V;, plati: dim P + dim P+ = n.

ReSeny aplikaéni piiklad 3.2.1. Podprostor P prostoru V5 popsan generatory
S:(1,1,2,2,0), (2,1,2,1,0), (1,0,0,—1,0). Zjistéte dimenzi prostoru P.
Reseni. Snadno uréime h(S) = 2 &ili dim P = 2. Déle je dim P+ =5 —dimP =5—-2=3

Poznamka. Baze ortogonalnich doplinki se nauc¢ime sestavovat v kapitole 5.

(B) Podprostory prostord V, a Vj. Vektory milizeme reprezentovat geometricky — jako
body roviny, pfiemz bod [z,y]| reprezentuje vektor (z,y), a jako body prostoru, pfi¢emsz
bod [z, vy, 2] reprezentuje vektor (z,y,z) — tedy tak, ze kazdy bod koresponduje se svym
polohovym vektorem. Podprostorim pak odpovidaji urcité geometrické utvary.

Va: | Kromé sebe samého a trividlniho podprostoru méa V, pouze podprostory dimenze 1
s bazi o jednom vektoru; tém odpovidaji primky prochazejici poéatkem soustavy soutadné
a jejich ortogonalnim doplitkim pfimky na né kolmé (opét prochézejici pocatkem).

Reseny aplikaéni piiklad 3.2.2. Popiste geometricky podprostor prostoru V5 uréeny generatorem
(3,4) a jeho ortogondlni doplné&k.

ReSeni. Viechny vektory reprezentujeme dohodnutym zptisobem jako body roviny. Kazdy vektor
(z,y) € < (3,4) > je ndsobkem generatoru, tj. (z,y) = ¢ -(3,4). Po rozepsani ve slozkach dosta-
neme parametrické rovnice primky, kterd dany podprostor reprezentuje, p : =z = 3t, y = 4t a po
vylouceni parametru y = %;c. Ortogonalni doplnék pak predstavuje primka na ni kolméa prochazejici
pocatkem, tedy y = —%a:.

8vyslov ,,9 kolmé, resp. V kolmé“
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V3: | Podprostory dimenze 1 reprezentuji pfimky, podprostory dimenze 2 roviny v troj-
rozmérném prostoru. Vsechny tutvary prochézeji pocitkem soustavy souradné. Ortogonalni
doplnék primky je na ni kolmé rovina, ortogonélni doplnék roviny na ni kolmé primka.

Reseny aplika¢ni p¥iklad 3.2.3. Popiste geometricky podprostor uréeny generatory
(2,5,1),(1,1,1) a jeho ortogonalni doplnék.

Reseni. Podprostor je zadan bézi, kazdy jeho vektor je tedy linedrni kombinaci vektora baze, tj.
(z,y,2) = t(2,5,1)+s(1,1,1). Rozepsanim do slozek dostaneme parametrické rovnice reprezentujici
roviny 9 : z = 2t+s, y = 5t + s, z = t + s. Dilezity je vektor kolmy na rovinu p, ktery nejsnadnéji
ziskdme jako vektorovy soucin (2,5,1) x (1,1,1) = (4,—1,—3). To je generdtor ortogonalniho
doplitku, tj. pfimky s parametrickymi rovnicemi z = 4u, y = —u, 2 = —3u. Obecnou rovnici roviny
o napiSeme také snadno: 4z — y — 3z = 0.

Regeny aplikaéni p¥iklad 3.2.4. PopiSte geometricky podprostor uréeny generatorem (2,4, —1)
a jeho ortogonalni doplnék.

Reseni. Jde o piimku v trojrozmérném prostoru prochazejici po¢atkem o parametrickych rovnicich
p: x =2ty =4t z = —t. Ortogondlnimu doplitku odpovida rovina na tuto piimku kolmé — jeji
obecna rovnice je 2z + 4y — z = 0.

APLIKACNI ULOHY K RESENI
1. Podprostor P je zadan souborem generitord S. Uréete dim P+,
(a) S: (3,-1),(0,0),(12,—4),(—24,8) (b) S: (1,2,3),(1,1,1),(2,1,2)
(¢) S:(1,-1,1),(1,2,3),(0,3,2) (d)sS:(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,1,-3,1)
(e) §:(1,1,1,1,1),(1,0,0,0,0),(0,1,1,1,1) (f) S: (1,1,1,1,1),(1,1,0,0,0)
2. Podprostor P prostoru V2 nebo V3 je zadan souborem generdtora S. Charakterizujte ho
geometricky, a téz popiste jeho ortogonalni doplnék.
(a) S: (3,-1),(-3,1) (b) §: (1,2),(1,1) (¢c)S:(1,-1,1)
(d)S:(1,1,1),(0,1,1) (e) S: (1,0,2,),(4,0,8) (f)S:(1,1,1,),(1,1,0),(0,2,1).
3. Najdéte baze podprostori, které reprezentuji ndsledujici pfimky v roviné.
(a)y=3z Mb)z+y=0 (c)y=-13z d)y=0 (e)z=0 fHy=2x-4

4. Najdéte baze podprostort, které reprezentuji nasledujici pfimky a roviny v prostoru.
(a) z = 2t, y = —4t, z =t (pfimka) (b) z =2t, y=0, z =0 (pfimka)
(c)x=2t+s, y=—-4t—s, z=t+s (d)z=2t—s, y=—4t+9s, 2=t
(e)2z—4dy+2=0 ({{)2z+2y+22=0 (g z+2y—2~1=0 (h)z=2z-3y

KREATIVNI ULOHY KE KAPITOLE 3

1. Prozkoumejte vSech 8 podsoubort souboru S : (2,5,1),(3,4,3),(1,—1,2) a zjistéte, které z
nich jsou nezavislé. Jak to souvisi s ¢islem h(S) ?

2.V néasledujici dpravé matice, pfi niz byl od 2. fAdku odecten 1. fadek, je numericka
chyba,kterou v8ak kontrolni sloupec nezachytil. Jak to vysvétlite?

13 257 -250 21 113257250 21
14 -277 2620 25 01020 010 4

3. Oznaéme Msy 4 prostor vSech matic typu 2 x 2 s béZnym séitdnim a ndsobenim ¢&isla a matice
(O2x2 hraje roli nulového vektoru). Definujte linedrni kombinaci souboru matic typu 2 x 2.
Najdéte néjakou bazi prostoru Msyo a urdete jeho dimenzi.
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4. Najdéte soubor vektori, jehoz hodnost se nezméni at k nému pridame jakykoliv vektor.

5. Kolik n-slozkovych vektorti v souboru zajistuje jeho nezdvislost a kolik jeho zavislost?

6. Soubor dvou nenulovych ortogonalnich vektort S : v, 75 je nutné nezavisly, nebot:

vezmu rovnost & = ¢171 + ¢o¥s. Jestlize ji nasobim skaldrné vektorem v, dostanu

0 = c1]jv1]|? + ¢z - 0 (uZita ortogonalita) a protoze ¥ je nenulovy, je nutné ¢; = 0. Zcela,
analogicky (vynasobenim vychozi rovnosti vektorem oy a vyuZitim ortogonality) dostaneme
co = 0. Tedy vychozi kombinace je nutné trividlni a soubor S je nezavisly.

Podobné zdivodnéte nezavislost souboru tii ortogondlnich nenulovych vektoru.

7. Pro¢ neexistuji ve V5 tfi navzajem ortogondlni vektory?

8. Urdete v8echna z € R takova, Ze soubor (1,5),(5,z2) (a) je (b) neni bazi prostoru V5.

9. Co je $patného na vyroku: ,soufadnice vektoru (1,—4) v bazi (—1,2),(3,—6) jsou1l,1“ ?

10Najdéte dvé ruzné baze B;, By prostoru V; tak, ze soufadnice vektoru (4,1) v bazi B jsou
presné stejné jako jeho soufadnice v bazi Bs.

11Vektor (5,3) mé v béazi B soufadnice 2, —1. Najdéte bazi B.

12Existuje ve V3 vektor, ktery ma ve v8ech bazich stejné soutadnice?

130rtogondlni bdze podprostoru P je takova jeho baze, jejiz kazdé dva vektory jsou ortogondlni.

Neni problém nalézt ortogonalni bazi prostoru Vj,, nebot je ji zfejmé kanonicka baze.

U podprostort lze obecné realizovat néasledujici postup:

(a) ze souboru generatoru nejdiive ziskdme néjakou bazi;

(b) potom z ni postupné vytvorime ortogondlni bazi aplikaci tzv. Gramova-Schmidtova
ortogonalizacniho procesu,

(c) pokud je jesté pozadovano, aby vyslednd baze byla ortonormdlni, jednotlivé vektory
nakonec znormalizujeme (tj. kazdy z nich délime jeho normou).

Ukazka. Priklad aplikace Gramova-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu na bazi
B:b =(1,2,1,0,1), bs = (5,1,4,1,3), b3 = (1,2,1,12,1) dostateéné osvétli jeho podstatu.
Nova baze bude A : @1, ds, d3 a vytvorime ji postupné v krocich.

1. krok: Nejdifve polozime pifmo @; = by = (1,2,1,0,1);

2. krok: Vektor @ vytvofime z vektoru d@; a 52 jako do = ¢1 - @y + 52, kde koeficient ¢;
najdeme tak, aby d; - dy = 0, neboli 0 = ¢;(d@; - @) + dy - bg = Tcy + 14. Tedy ¢; = =2,
tj. a2 = (-2)(1,2,1,0,1) +(5,1,4,1,3) = (3,-3,2,1,1);

3. krok: Vektor @3 vytvofime z vektoru di,ds a bs jako d3 = ¢; - d1 + ¢o - do + 53, kde
koeficienty c¢1, co najdeme tak, aby @; - @3 = 0 a zaroveh ds - d3 = 0, coz vede na dvé rovnice
o nezndmych c¢1,c0: 7c1 +7=0, 24co +12=0. Tedy ¢; = —1,¢0 = —%,
tj- az = ('—1)(1a 2a 1;07 1) + (_%)(35 _3725 17 1) + (17 27 ]-a 127 1) = (—%a %a —17 22_37 _%)

Ziskana ortogonalni baze je (1,2,1,0,1),(3,-3,2,1,1),(-3,3,—2,23,—1) (posledni vektor
vznikl jako 2-ndsobek pivodné ziskaného @3 — ortogonalita se zachova).

Poznamka: Pokud je vektort vice, budeme ve ¢tvrtém kroku ,vyrdbét“ vektor @4 pomoci
a1, a2, ds a by atd. Jestlize vychozi soubor neni nezavisly, nastanou v nékterych krocich potize.
Pred aplikaci postupu je proto nutno vychozi soubor prevést na bazi.

Pomoci Gramova-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu najdéte néjakou ortogonalni a néja-
kou ortonornalni bazi podprostoru zadaného souborem generarori S.

(a) S: (1,1,0,0), (0,1,2,3)  (b) S: (0,1,1,0,0),(1,0,0,1,0),(1,1,0,1,1),(1,0,0,1,1)
(C) S: (1’1’1)’(2’5’3)(0’371) (d) S: (1?170?0)7(0’17170)’(0517031)'
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14Pro skupinu (z, —3,2), (z,z,1), (0,2, 3z) najdéte &islo z tak, aby tato skupina
(a) byla bazi V3 (b) nebyla bazi V3 (c) byla ortogonalni bazi V3

15.Uvedte ve V; piiklad souboru nenulovych vektort, ktery
(a) je nezavisly, ale neni bazi V2 (b) neni ortogonalni, ale je bazi V5

(c) ma 3 vektory a je nezavisly (d) je ortogondlni a je bazi V3

KONTROLNI OTAZKY KE KAPITOLE 3

1. Kdy je soubor jednoho nebo dvou vektori zavisly a kdy nezavisly?

2. Jestlize soubor S obsahuje nulovy vektor, je S nutné zavisly; pro¢? Jestlize soubor S obsahuje
dva stejné vektory, je S nutné zavisly; proc¢?

3. Jakd je hodnost nulové a jaké je hodnost jednotkové matice?
4. Jakou hodnost miZe mit soubor 4 vektoru prostoru V,,7 Uvedte piiklady. Zalezi na ¢isle n?

5. Nékdy se pfi urcovani hodnosti matic dovoluje také manipulace se sloupci (my to zde oviem
zdsadné neproviadime). Jaké mate vysvétleni pro¢ je to pfipustné?

6. Pro¢ plati dimV; =1, dimV, =2, dim V3 =3, dimVy =47

7. Necht P =<« (0,1,2),(1,2,—1) > . Uréete dim P a dale najdéte vektor ¥ € V3 takovy, 7e
plati zéroveh v ¢ P a ¥ ¢ P a vektor @ € V3 takovy, Ze zaroveh @ € P a w € PL.

8. Co je to trividlni podprostor, jakou ma béazi a jakou dimenzi? Jaky je jeho ortogonalni dopl-
nék?

9. Necht S je soubor péti vektort ve V3. Jakou dimenzi mize mit < & > 7
10.Jaké jsou soutfadnice vektoru ¥ = (10,1, -3) v bazi B: (0,1,0),(0,0,1),(1,0,0) ?

11.Co je jednodussi: urcit slozky vektoru ¥, kdyz zndme jeho souradnice v bazi B, nebo urdit
soufadnice vektoru v’ v bazi B, kdyz zname jeho slozky?

TERMINOLOGICKY SLOVNICEK KE KAPITOLE 3

soubor vektori system of vectors klicovy prvek pivot
linedrni linear linearni obal span

- kombinace - combination podprostor subspace

- zavislost - dependence generovat to span

- nezavislost - independence béze basis
hodnost rank kanonicka b. standard b.
radkové upravy row trasformations dimenze dimension
souradnice vektoru ¢ v bazi B coordinates of vector ¥ with respect to basis B
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Kapitola 4
Ctvercové matice

d

O

Ctvrté kapitola se zabyva &tvercovymi maticemi. Obsahuje pro-
blematiku determinanti, inverznich matic a feSseni maticovych
rovnic. Jsou uvedeny dilezité aplikace. Struktura kapitoly:

definice determinantu a algebraického dopliitku
technika vypoctu vétsich deterninantu

uziti determinant®i k feSeni soustav rovnic a v analytické geo-
metril

zavedeni matice adjungované a matice inverzni
osvojeni si dvou technik vypoctu inverzni matice

problematika maticovych rovnic a vyuzivani inverznich matic
v jejich feSeni

vstupné-vystupni makroekonomicka analyza jako priklad apli-

kace aparatu vybudovaného k reseni maticovych rovnic
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KAPITOLA 4 4.1. Determinanty

4.1. Determinanty

Definice. Pro kazdou ¢tvercovou matici A je definovano éislo det A, které nazyvame
determinant matice A. Pro matice 1. az 3. fddu se vypocte determinant nasledovné:

1.rad: A = [ an ] , det A = aqy 2. fad: A= [ iz } , det A =ay1 - agg — a1 - a9
Q21 Q22
a11 G122 Qs
3.¥ad: A= | an ax ay |, tzv. Sarrusovo ® pravidlo:
a31 G32 0a33
det A = (a11-a22-a33+ 012+ a3 31+ 13- A21 - A32) — (G135 Qoo+ 31 + 10 A1 - A33 + Q11 - A23 - A32)

Ukézky: V prvnim fadu je tedy det [ 13.2 ] =13.2, det [ ~13.2 ] = —13.2.

Tzv. kfizové pravidlo u matic 2. fadu, L3 c /@
znazoriiuje obrazek. U dané matice je det [ 9 4 } =
=1-4-3.2=4-6=-2. ORO

K uplatnéni Sarrusova pravidla se uzivd rtuznych schémat,
z nichZz jedno jsme znazornili 0 3 6

na obrazku pro konkrétni matici Q=11 4 7 | . o
Podstatou je pripsani kopii prvnich 259 <

dvou sloupeckid vpravo vedle matice, coz usnadni sestaveni @ e
potfebnych souéint trojic prvka. Je tedy det @ =

—=0-4-94+3-7-2+46-1-5—(6-4-240-7-5+3-1-9) = @/ @

=0+42430—(484+0-+27) =72 — 75 = —3.

Poznamka. V literatufe se pouziva jesté jiného znaceni determinantti. Spociva v tom, Ze
se u matice zméni levd a prava zavorka na jednoduché svislé éary (jako u absolutni hodnoty
¢isla). V takovém znaceni by vysledky predchozi ukazky vypadaly néasledovné:

1 3 036
= -2, 1 4 7|=-3. My tento zplisob nebudeme pouzivat
2 4 259

Vypocet determinanti matic vys$ich fadi zavedeme induktivnim zpusobem. K tomu je
tfeba pripravit pomocné pojmy.
Definice. Je-li A ¢étvercova matice fadu n > 2, pak pro kazdé i =1,2,...,n a pro kazdé
j=1,2,...,n definujeme jeji submatici (podmatici) Ay,; fadu n — 1, kterd vznikne vyskrt-
nutim ¢-tého rddku a j-tého sloupce z plivodni matice A.

Pro kazdy prvek a;; matice A definujeme jeho algebraicky dopinék v matici A, ktery
ozna¢ime symbolem A;;, jako &slo dané pfedpisem A;; = (—1)"" - det A

Pro vyse uvedenou ukazkovou matici ¢ tedy méme:
3 6 06 03 .y o1
Qa1 = [ 5 9 } v Quoo = [ 5 9 } , Quos = [ 5 & } Algebraické dopliky jsou:

Q21 = (—1)*" - det Qo1 = (—1)* - (=3) =3, Qo = (—1)?*2 . det Quop = —12,
Q23 = (—1)*"3 . det Q23 = 6.

Pierre Fréd. Sarrus [&ti ,sarys“], 1798 — 1858, franc. matematik
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4.1. Determinanty KAPITOLA 4

Definice a Véta (o rozvoji). Je-li A ¢tvercovd matice fadu n > 2, prokazdéi =1,2,...,n
definujeme rozvoj matice A podle i-tého 7idku jako vyraz

a;1 -A¢1+ai2'Ai2+...+am-Am
a pro kazdé 7 = 1,2,...,n definujeme rozvoj matice A podle j-tého sloupce jako vyraz
(3 -A1j+a2j-A2j+...+anj-Anj.

Potom plati: hodnoty téchto vyrazi (rozvoji) jsou nezavislé na tom zda byly provedeny
podle fadku nebo podle sloupce ani na volbé rddku nebo sloupce a jsou ve vSech pripadech
rovny hodnoté determinantu matice A, kterou oznacujeme det A.

Dodatek k vété o rozvoji. V predchozi vété se zkoumaji skalarni souciny tvaru
(az‘l,an, cey am) : (An,AiQ, cen ,Am), resp. (alj,a2j, . 7a'nj) . (AU,Azj, . -aAnj)-

Uvazme obecnéji pro libovolné p =1,2,...,napro g =1,2,...,n skaldrni souciny:
apq - (a/pla apr; vy a’pn) ’ (Aqh Aq?a reey Aqn)a ﬂpq = (alpy G/Z;m ey anp) : (A1q7 A2q> «x =y Anq)
Potom plati:  pro p = q je apg = Bpq = det A, Pro p # q je cpq = Bpq = 0.

Pro vyse uvedenou ukazkovou matici @ je rozvoj podle druhého rddku:

(21,922, q23) - (Q21, Q22,Q23) = qo1- Q21 +q22- Q22 +qo3 - Q23 = 1-3+4-(=12) +7-6 = 3.
To odpovida vyse zji§téné hodnoté det () Sarrusovym pravidlem.

Dale je ve shodé s ,dodatkem“:

(g1, 912, q13) - (Q21, Q22,Q23) = qu1 - Qo1+ q12- Qo2 +q13- Q23 = 0-3+3-(-12) +6-6 = 0,
(31, 932,933) - (Q21,Q22,Q23) = q31- Qo1 +q32- Q22+ q33- Q23 =2-3+5-(=12) +9-6 = 0.

Poznamka. Casté&jsi zavedeni determinantu je zaloZeno na pojmu permutace. Ctenéfi je
v tomto sméru mozno doporuéit fadu moznosti (napt. [Bic79]).

Uvaha. Vypocet determinantu rozvojem vypada velice piehledné, ale u matic vyssich je
prakticky zna¢né naro¢ny. Jenom u matice 6. fddu je k rozvoji zapotrebi 6 algebraickych
dopliikd, tj. prakticky 6 determinanti matic 5. fadu a pri vypoctu kazdého z nich rozvojem
opét 5 determinantl matic 4. faddu. K vypoctu kazdého z téchto 30 determinanti rozvojem je
zapotiebi ¢tyfikrat pouzit Sarrusovo pravidlo. Shrneme-li tuto avahu, konstatujeme, ze pro
vypodet determinantu matice 6. fAdu budeme potrebovat 120-krat Sarrusovo pravidlo, ne-
hledé na ¢as a energii potiebné na organizaci celého vypoctu a nezbytnym zapistim. Opravdu
yhevabna“ vyhlidka!

Vyzkumy determinantia ukazaly fadu jejich zajimavych vlastnosti a ty jsou vyuzitelné
pro praktické vypocty. Nasledujici véta shrnuje nékteré z nich.
Véta (o matici a determinantu). Kazda ¢tvercovd matice A mé tyto vlastnosti
(1) pfi vzdjemné vymeéné libovolnych dvou fadki se zmén{ znaménko det A na opacné,

(2) jestlize zvoleny Ffadek matice ndsobime (délime) libovolnym nenulovym ¢islem r, pak se
hodnota det A r-krat zvétsi (zmensi),

(3) jestlize ke zvolenému Fadku pfi¢teme libovolnou linearni kombinaci ostatnich, hodnota
det A se nezméni,

(4) je-li v matici nulovy faddek nebo dva stejné fadky, pak det A = 0,
(5) vlastnosti (1) az (4) plati i pro sloupce.
(6) det A =det AT,
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KAPITOLA 4 4.1. Determinanty

(7) je-li B libovolnd matice stejného fadu jako A, pak det(A - B) = (det A) - (det B),
(8) je-li A trojuhelnikovd matice (tj. vSechny prvky pod hlavni diagonélou jsou nulové),
pak det A je roven soucinu prvkid v hlavni diagonéle.

KomentafF. Vlastnost (1) si miize ¢tendf snadno provéfit na néjaké matici 2. nebo 3. fadu.
Vlastnost (2) umoZiiuje pfi vypoétu determinantu ,,vytykat“ pfed matici ¢islo z celého fadku
(¢ z celého sloupce), a to i opakované, a tim si napf. zmensovat &isla v matici (viz téZ FeSené
ptiklady nize). Ukazka (nejdiive vytkneme 10 z 1. fadky, pak 8 z 2. sloupce):

110 80 11 8 11 1
det[ - 16]—10-det[21 16]—10~8-det[21 2]_10-8-(11-2—1-21)_80.

Vlastnost (3) je podstatna - umoziuje podstatné zjednodusit vypocet. Zde si uvedme jen
malou ukdzku na jiZz zndmé matici Q (nejdiive od 3. fAdku odeéteme 2-ndsobek 2. fadku a
pak provedeme rozvoj podle 1. sloupce):

036 0 3 6 3 6
det |1 4 7| =det|1 4 7 =O-éislo+1-(—1)3-[_3 _5 +0-¢islo =
259 0 -3 =5

= (=1) -3 = —3. Misto olekdvanych 3 kiiZovych pravidel bylo potfeba jen jedno (!) - vyrazy
tvaru ,,0 - éislo“ jsou rovny nule. To je princip obecného ,triku“ pifi vypoétu velkych deter-
minantd — rozvoj se provadi podle fddku (sloupce), ktery obsahuje téméf samé nuly a pokud
takovy neni, tak se nejdfive ,piipravi.”

Nyni formulujeme zdsady obecného postupu (algoritmu) pro efektivni vypocet determi-
natu matice:
Strategie pro vypocet determinantu matice A Gpravami:
1. Je-li v matici nulovy radek ¢i sloupec je det A = 0,
2. Neni-li v matici rddek nebo sloupec, jehoz vSechny prvky az na jeden jsou nulové, pak
takovy ,pfipravime® pomoci pfipustnych tprav (véta ,,0 matici a determinantu®).
3. Provedeme rozvoj podle fadku (sloupce), kde jsou vSechny prvky az na jeden nulové.

4. Jediny potfebny determinant matice fadu o 1 nizsiho vypocteme bud pfimo nebo
postupem popsanym v bodech ad 1 az ad 4.

Pozndmka. Variantni strategii lze zalozit na vlastnosti (8) véty ,,0 matici a determinan-
tu“. Spocivad v Gpravé matice na trojuhelnikovy tvar — pak jiz sta¢i vynéasobit prvky hlavni
diagondly, tj. det A = a11 - a9 - ass ... Ayp-

Ukdzka: Pro vétsi ndzornost ukazme myslenku vypoétu determinantu trojihelnikové matice
na malém ptikladé, kde v hlavni diagonile matice A jsou prvky a1 = 2, ags = 3, azz =
8, agq = 5:

o 3 . 3. 7T 8 9
det A = det =2.-(—1)2-det | 0 8 9| =2-3-(—1)%-det =
0089 005 05
0005
=2-3-8-5=240.

Je to velice ,elegantni“, problém je ovSem v tom, Ze vétSinou zadana matice nemé trojihel-
nikovy tvar a hlavni prace je pravé ji do tohoto tvaru upravit.
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4.1. Determinanty KAPITOLA 4
RESENE PRIKLADY

Reseny piiklad 4.1.1. Uréete determinant zadané matice M.

Reseni. Klicovy prvek je muys, 232 76 502 1 3

4. t4dek je klicovym: od L.i. 101 23 1ol 2 3
odedten 3-nésobek kliového, od detM =det| 1 23 41 |=det) 303 0-1)=
3. . odedten 2-nasobek kli¢., od -1mo 21 -1@go 2 1

5. ¥. odeéten klicovy; 214-23 304-4 2
»,vyhodny* rozvoj podle 2. sl.,

ktery se redukuje na soucin ‘;) i ; g }3 ié ; g
1-(-1)*2.det SUBMATICE; =1-(—1)5.det 53 0 =det | "0 "0 =
novy kli¢. prvek je —1, 4. sl. je 34 -4 2 9 10 —4 2
klicovy: k 1. sl. a téz k 2. sl. pfi-

¢ten 3-néasobek klié. sloupce,

rozvoj dle 3. fadku a zbyva

det. matice tfetiho fadu; misto 14 11 1411

Sarrusova pravidla provedeme

dpravu 3. sl (1. Fadek je 910 —~4
klicovy);
rozvoj podle 3. sloupce a dal ~18 —12

- 4 —
uz je to jen ,kreace“: vytknuti T 1-(=1)% - det 65 541 (—6)
(—6) z prvniho fadku a k¥izové
pravidlo. = (—6) - (162 — 130) = —192

=(-1)-(=1)"-det | 10 10 2 | =det | —18 —12 0 | =

65 54 0

3 o
'det[65 54]_

Vybér klicovych prvki v jednotlivych krocich byl nejednoznacény, tj. byly i jiné volby. To zna-
mena, ze vypocet determinantu dané matice lze provést riiznymi zpusoby (ov§em s jedinym moznym

vysledkem).

ReSeny priklad 4.1.2. Vypoététe determinant zadané matice 4. ¥adu.
Reseni.

3 -5 7 8 66 -33 7 -6
66 —33 -6
4 2 6 -3 = 98 =22 6 —15 - -
det | o 4 o | Lkrok det 0 0 0| 2kok det| 58 =22 —151 5,
5 7-3 6 —-22 19 -3 12 —2 1
11 -11 -2 7 —-11 =2 0 -165 —107
=3-2-det| 29 -22 -15| , . 6-det =22 =15 | . 6-det =22 15| =
-1 19 12 13 19 12 0 —267 —183
= —-165 —107 = 165 107 = 58 107 - 58 =9 |
6.krok 0-det {—267 —183} 7 krok 0-det [267 183:, 8.krok 0-det [84 183J 9.krok 0-det [84 15} -

10.krok 0+ 2 - 3det {42 5} =36 - (145 — (—126)) = 9756

Na prikladu jsme chtéli ukazat nescetné moZnosti iprav matice p¥i vypoctu determinantu.

A nyni komenta¥ k jednotlivym kroktm:
1. krok: ,vyroba nul“ ve tfetim fadku (3. sloupec je kli¢ovy);
2. krok: rozvoj dle 3. radku;

3. krok: vytknuti ,,3“ z 1. fadku a ,,2“ z 1. sloupce (cilem je snizit &isla v matici);

4. krok: k 1. sloupci pric¢ten 2-nasobek 3. sloupce, vznika kli¢ova (—1);
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KAPITOLA 4 4.1. Determinanty

5. krok: ,vyroba nul® v prvnim sloupci (2. fadek je klicovy);

6. krok: rozvoj dle 2. fadku;

7. - 10. krok: snizovani ¢isel v matici (vytknuti —1 z prvni i druhé fadky, odecteni 2. sloupce od
1. sloupce, odecteni 2-nasobku 1. sloupce od 2. sloupce, vytknuti 2 z prvniho sloupce a 3 z druhého
sloupce); vypocet je dokonéen kiizovym pravidlem.

1 z1
Reseny priklad 4.1.3. V matici P= | —1 6 1 | urdete &islo = tak, aby platilo det(A43%) = 0.
z —4 0
Regeni. Podle ,véty o matici a determinantu“ plati det(P3) = (det P)3. Uréime tedy nejdiive
Sarrusovym pravidlem det P = 22 — 6z + 8 a dostavame det(P3) (22 — 6z + 8)3.

Pozadavek tlohy vede nyni na rovnici (z? — 6z + 8)3 = 0 tj. 22 — 6z 4 8 = 0, co# je kvadraticks
rovnice s koreny z; = 2,9 = 4.

ULOHY K RESENI

1. Urlete determinanty matic 2. fddu (i je imagindrni jednotka):

(a) 2 1 (b) sinp cos¢ (© Ya Vb2 (d) 3 2-5i
-6 2| —cosgp singp |’ Ib Va2 | 2451 4 |
2. Na maticich 3. fddu si procvicte Sarrusovo pravidlo:
[0 11 51 2 [ 2 7 11
(@) |1 0 14, (b) 79 =71, (c) 1 -22 5,
Ll 10 -4 3 5 i 3 7 —1
[ a 1 a l+cosa 1+sina 1 [ n n4+1n-1
d | -1 a 1|, () | 1—sina 14+cosa 1|, (f) |n+1 n—-1 n |,
| a -1 a 1 1 1 n—-1 n n+l
3. Reste rovnice s nezndmym realnym &islem z:
[(33+a2] [ 9304 e [ Ver+12]
(a) det 1 z—9 =0, (b) det 16 45—z =0, (c)det 7T 1 =2z — 15,
[z 01 [22 4 9 [z oz 2
(d)ydet | 2 23| =0, (¢det|z 2 3| =0, (f)ydet| 1 1 1|[=0
_4 5 6 _1 11 _——1 -2 1
4. Vypoctéte determinanty matic 4. fadu
(2 1 3 6] 3111 11 1 1 1 2 34
17 24 1311 12 3 4 -2 1 -4 3
@ o1 ®lrrsil ©O14 g D 34 1
| 4 46 8 1113 1 8 27 64 4 3 =21
(21 3 6] 2131 211z 1 2 34
07214 2410 121y -1 0 3 4
©looral Olzsis] Gliraz] ® .y 5 o4
(000 8 221 4 111 ¢ -1 -2 -3 4
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4.1. Determinanty KAPITOLA 4

5. Vypoctéte determinanty matic 5. fadu
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APLIKACE

(A) Cramerovo pravidlo. Jde o metodu vypoctu feSeni soustavy linedrnich rovnic pomoci
determinantu. V plném znéni ji uvedeme v 5. kapitole. Zde ji demonstrujeme na soustavé
2 rovnic o 2 neznamych.

a1171 + 1272 = by
a1 Z1 + anty = b

) a by a b v v
matice A = [ 1 ] , A = [ bz ] , Ay = {&11 ! ] a Teseni soustavy lze

Je-li soustava majici jediné feseni x, z, vytvorime pomocné

Qo Q22 by as a1 by

_det Ay _ det Ay

T detA 2T derA
Zcela analogicky plati Cramerovo pravidlo obecné pro soustavy n rovnic o n nezndmych
majici jediné reSeni.

vyjadrit primo pomoci jejich determinanti jako zlomky: 3

721+ 220 =8

Reseny aplika¢éni priklad 4.1.1. Reste Cramerovym pravidlem soustavu .
521+ 39 =9

Reéeni.VytvoﬁmematiceA:[7 2], Alz[s 2},A2_—:l7 8],

5 3 9 3 59
ey 6 23
a pak jiz je det A = 11, det A; =6, det Ay =23, z; = I 2= 1

(B) Hodnost a determinant. Vysledkem vyzkumu vztahu mezi determinantem a hodnosti
matic je nasledujici poznatek:

Definice a Véta. Podmatici matice M nazveme kazdou matici N, kterd vznikne vySkrtnutim
nékterych fadkd a nékterych sloupct z matice M.

Plati: h (M) > k, pravé kdyz v M existuje aspoii jedna ¢tvercova podmatice N fadu k, pro
niz je det N # 0.

Uvedené véty lze vyuzit k riznym teoretickym i praktickym tvaham a zavérim.
ReSeny aplikaéni priklad 4.1.2. Mame zajistit, aby dany soubor vektort byl nezdvisly
S:(7,1,7,0,0), (7,0,7,1,0), (7,0,7,0,1).

1700

0?2710
70701

Podle pfedchozi véty je oviem h (M) = 3, nebot M obsahuje jako submatici matici E3x3 (vyskrtnout

?
Reseni. SepiSeme dané vektory do matice M = | ?

1. a 3. sloupec z M) a jeji determinant je 1. To znamend, Ze at za otazniky doplnime jakakoliv
¢isla, bude soubor S vzdy nezivisly (hodnost této matice je maximélné 3).
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KAPITOLA 4 4.1. Determinanty

(C) Vektorovy souéin. V Kap. 2 jsme se setkali s vektorovym souc¢inem. Obecnéji plati:

Véta (o vektorovém souéinu). Ve vektorovém prostoru V,,,n > 1, ozname €, €, ..., ¢,
zékladni jednotkové vektory (pro kazdé i = 1,2,...,n mé vektor &; i-tou slozku rovnu 1).

Pro libovolny soubor n — 1 vektort tohoto prostoru S : 41, vs, ..., U, vytvofime nasle-
dujici pomocnou matici M:

(i) fadky ¢ =1,2,...,n — 1 tvori pfimo jednotlivé vektory o, 0s,. .., Up_1,

(i) posledni fddek matice M je tvofen seznamem symbold €}, €5, ..., &,.

Nyni formalné vypoéteme det M a nazveme ho vektorovym soucinem souboru S. Je to
specialni linedrni kombinace zakladnich jednotkovych vektort, o niz plati:

(1) Je-li soubor S zavisly, je det M = 0,

(2) je-li S nezavisly, je det M nenulovy vektor kolmy ke vSem vektorim souboru S,

(3) vektor det M m4 jako slozky algebraické doplitky prvka posledniho (n-tého) fadku
matice M, tj. je roven (Mp1, Mpa, ..., Myuy).

Specialné pro n = 3 dava uvedeny postup vektorovy soucin dvou vektord a vysvétluje
(viz bod (3)), Ze jeho slozky jsou vlastné determinanty 2. fadu:

U1tz U3 Uy U R Uy U
Lo 2 U3 1 U3 1 Usg
dxv=det| v vy vz | = (Mzy, M3, M33) = (det , — det ,det ).

- = = Vo Vs V1 Us V1 V9

€1 €9 €3

Reseny aplika¢ni p¥iklad 4.1.3.. Pomoci determinantt uréete vektorovy soudin vektort
i=(1,2,3),7 = (—1,8,9).

1 2 3
Regeni. Pomocn4 matice je M = | =1 8 9 |. Nyni podle bodu (3) predchozi véty

51 52 é'3

Il

Lo 23 13 12
U X U= (Ms1, M3z, M33) = (det [8 9] ,—det [_1 9] ,det {_1 8]) (—6,—12,10).

(D) Determinanty v geometrii. S determinanty se setkdme v nejriiznéjsich partiich ma-
tematiky, kde ¢asto slouzi k pfehlednému zépisu formuli (viz Cramerovo pravidlo). Zde
uvadime dvé ukdzky z geometrie:
Véta 1. Jsou-li A = [a1,az], B = [b1,b2],C = [c1,¢) tFi body v roving, potom pro obsah
trojuhelniku ABC plati
1 a; as 1
S::l:Edet bl b21

C1 021

Véta 2. Necht A, B, C, D jsou body v prostoru. Zavedme vektory @ = A— D = (ay, ay, a3),
b=B — D = (by,by,b3),=C — D = (cy, ¢, c3). Potom pro objem &tyfsténu ABCD plati:
1 a; Ao as
V::té—-det b1 bg b3

C1 Co2 C3

Specialné, je-li uvedeny determinant roven 0, lezi zadané ¢tyfi body v roviné.
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4.1. Determinanty KAPITOLA 4

Reseny aplikaéni priklad 4.1.4. Reste pomoci determinantt

(a) Uréete obsah trojihelniku ABC' v roviné: A = [1,2], B = [8,—1],C = [5, 10],
(b) Urcete objem ¢&tyrsténu ABCD, kde: A =[1,2,1],B =[8,3,0],C =[2,1,1],D = [1,2,3].
1 21
1
Reseni. (a) det | 8 —1 1 | = 68. Povrch trojihelnika je 3 68 = 34.
5 101
(byd=A—D=(0,0,—2),b=B—-D=(7,1,-3),6=C—-D = (1,—1,-2).
0 0-2
1
sztédet 7 1-3 =6-16:§
1-1-2

APLIKACNI ULOHY K RESENI

1. Zadané soustavy rovnic feste Cramerovym pravidlem:
(a) Tx1 — 229 = 8 (b) 21+ 2z9 =11 (©) 8x1 +4x9 =3
521 +3z9 =9 1521 + Tz =1° 6z1 + 329 = —9°

2. Pomoci determinanti (véta o vektorovém souéinu, bod (3)) vypoctéte vektorovy souéin pro
zadanou nezavislou skupinu vektori a provérte, zda vysledny vektor je kolmy na vSechny
puvodni:

(a) (-12,3,2), (—1,-7,13) (b) (-1,3,-2), (3,—9,6)
(c) (1,2,1,2), (1,1,1,3), (2,2,—1,0) (d) (0,2,1,2), (1,-1,1,0), (2,0,—1,1)

3. Nasledujici geometrické tlohy feste pomoci determinanti.

(a) Ktery ze zadanych trojuhelnik  (b) Ktery ze zadanych étyfstént mé nejvétsi a ktery
ma nejvetsi a ktery nejmensi obsah?  nejmensi objem?

Al,Bl,Cl . [1, l], [4, 3], [—2, ——5], Al,Bl,Cl,Dl : [1,1,0], [0,4,3], [2,2,—5], [1,1,1],
AQ,BQ,CQ H [1,0], [—4, 1]., [—5,5], AQ,BQ,CQ,DQ . [0,1,1], [2,2, 2], [1,-—2,0], [1,0,2],
A3, B3,C5:[2,1], [1,3], [-2,0]. Az, B;, Cs, Dy : [1,1,1], [1,1,0], [1,1,1], [0,0,0].

KREATIVNI ULOHY

: . 12
1. Rozvojem podle 2. sloupce vypoctéte det [3 4]

1
10
3. Cisla 1,2,3,4,5,6,7,8,9 usporadejte (bez opakovani) do matice 3. fadu tak, aby tato matice

méla determinant vétsi nez 300.

2. D4dna matice A = {1 } Za jak dlouho spodtete det(A!0) ?

4. V zadané matici trettho radu najdéte Cislo z tak, 121
aby tato matice méla 1z1
(a) co nejvétsi determinant, (b) co nejmensi determinant. 2z 0

5. Nésledujici ulohy feste pomoci determinanti:
(a) Najdéte ¢islo z tak, aby trojihelnik ABC, kde A = [z,5], B =[1,1], C =[-1,7], mél
obsah roven 5.
(b) Najdéte Cislo z tak, aby &tyfstén ABCD, kde A = [1,2,2], B = [2,-1,1], C =
[5,4,7], D =[1,1,1], mél objem roven 100.
(c) Najdéte ¢islo y tak, aby body A = [2,4,9], B = [2,-1,1], C = [5,4,7), D = [1,1,1]
lezely v jedné roviné.
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6. Néasledujici tlohy reste pomoci determinanti:
(a) Popiste rovnici mnozinu véech bodi A = [z, y] v roviné takovych, ze trojihelnik ABC,
kde B = [1,1], C = [-1,7], m4 obsah roven 5.
(b) Popiste rovnici mnoZinu vSech bodi A = [z,y, 2] v prostoru takovych, ze &tyfstén
ABCD, kde B =[2,-1,1], C =[5,4,7], D =[1,1, 1], m4 objem roven 100.
(c) Popiste rovnici mnozinu vSech bodt A[z,y, 2] v prostoru takovych, %e body A, B, C, D,
kde B =[2,-1,1], C = [5,4,7], D = [1,1,1], lezi v jedné roviné.

7. Vratme se k definici determinantu pomoci algebraickych dopliikl a rozvoje. Tuto definici
je mozno mirné modifikovat, jestlize v rozvoji namisto algebraickych doplnki tvaru
Ay = (=1).det Ay;; pouzijeme tzv. permanenty, tj. ¢isla per Ay;;. Vypodet permanentu
matice A rozvojem podle i-tého fadku je tedy:

per A = a;1 - per Ay + a0 - per Agio + ... + aip - per Ayp

Pro matice 1. az 3. faddu se vypodéte permanent nasledovné:

‘ oy an a
1.frad: A = [an] , perA =an 2. fad: A = [an an} , per A = ajq - a9 + a19 - as
21 422

aiy; ai2 ais
3. frad: A= |ag a2 ags |, analogie Sarrusova pravidla
a3 432 ass
per A = ay1-a22-az3+ai2-a3-az; +a13-a21-az2 +013-a2-a31 +a12-a21-a33 +a11-a23- a3z

U zadanych matic vypoctéte permanenty a porovnejte je s determinanty:

2 131 0111
213 213
(a){“], (b)[ “}, @]241], @]241], @[5 ;10 O 00711,
24 -2 4 351 913 3-515 1101
2 214 1110
8. Vypoctéte ,velky“ determinant — autofiumiza [1 0 1 0 1 1 1 2 1 0 W
méné nez 25 minut (vysledek je 40). Jakoumd [ 0 1 1 1 0 2 1 1 0 1
tato matice hodnost? 1001112111
1100212100
0111121012
0112200121
1111111111
0011002200
0121011101
| 101001022 2]

9. Dokazete za 1 minutu sestavit matici B 7. fadu takovou, %e det B = 1230 7

10.Pro zadanou matici mame urcit hodnost pomoci véty o hod- [1 132 6 3
nosti a determinantu (viz aplikace (B)). Zfejmé& bude tato {22 14 2 3
hodnost nejméné dvé, nebot snadno najdeme podmatici |00 102 3
2. f4du s nenulovym determinantem. Pokud by byla hodnost
3, musime najit podmatici 3. f4du s nenulovym determinan-
tem. Najdete ji?

11Jestlize pro ¢tvercovou matici M plati det M = 54, co mizeme fici o h (M) ?
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4.2. Inverzni matice KAPITOLA 4

4.2. Inverzni matice

Definice a Véta. Ctvercova matice A ¥ddu n se nazyva reguldrni, jestlize h(A) = n. Matice
A je regularni, pravé kdyz det A # 0 (podle Aplikace 4.1.(B) ). Ostatni ¢tvercové matice se
nazyvaji singuldrni (maji hodnost mensi nez ¥ad a jejich determinant je nulovy).

Pro kazdou regularni matici A existuje pravé jedna jeji tzv. inverzni matice oznadend A~!
tak, Ze plati A- A=' = A7! . A = E. Singularni matice nemaji inverzni.

13 -11

i e B R e R R

Na ukézce je vidét, Ze vlastné vzdy jde o dvojici navzajem inverznich matic. Prové-
feni nasledujici véty lze provést Gvahou a bezprostfednim vypoctem.

Ukézka. Ukazme zkouskou spravnosti, ze pro A = [1 2} e A71 = { 3 —2]:

Vé&ta (vlastnosti inverznich matic). Pro regularni ¢tvercové matice A, B stejného fadu plati
(1) A- B je té% regularni matice a je (A- B)™' = B~1. A1,
(2) je-li A- B = E, jsou A, B navzajem inverzni (tj. neni nutno provéfovat, 7ze B- A = E);
navic o determinantech navzajem inverznich matic plati det A-det B =1,
(3) AT i A7! jsou té7 regularni a je: (AT)"'=(AHT (A H1=A4,
(4) pro piirozené &islo k je AF té% reguldrni a je (A¥)~! = (A~1)*, coZ oznadime A~F.

(5) jednotkova matice je ,samoinverzni“, tj. E~! = E.

Nejjednoduseji se ur¢i inverzni matice 1. fadu:

Jedi A= [an], kde ay #0, pak A7 = [L]. Napt. [2] 7" = [4] = [0.5].

a11 2

N

Pro vypocet inverznich matic 2. a vy8sich fadt uvedeme dvé metody.

METODA 1. - Pomoci adjungované matice

Motivaéni ukdzka. V komentéri k vété o rozvoji a jejim dodatku (podkap. 4.1.) jsme ukdzali,
ze pro libovolnou matici 3. fadu @ = (g¢;;) plati rovnost:

q11 q12 913 Q11 Q21 Q31 det@ O 0
go1 22 @23 | - | Q12 Q22 Q32 | = 0 det@ O
g31 q32 933 Q13 Q23 @33 0 0 det@

Soudin matice () a transponované matice dopliki jejich prvku je roven (detQ)-E.

036
Pro Q — 147 bude Qll = 1’ Q12 = 57 Q13 - _37 QQl - 35 Q?? - _127 Q23 = 65
259 @31 = -3, Q32 = 6, Q33 = —3, a ndsoben{ matic dava:
036 1 3 -3 -3 0 O
1474- 5 —-12 6| = 0-3 0
259 -3 6 —3 0 0-3

To je princip vypoctu inverzni matice pomoci matice dopliki.
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KAPITOLA 4 4.2. Inverzni matice

Definice a Véta (o matici adjungované). Pro libovolnou ¢tvercovou matici asponi druhého
fadu A = (a;;) oznaéme dopl A matici tvofenou algebraickymi dopliiky jednotlivych prvka
a;; v matici A, tj. dopl A = (A;;). Matici adjungovanou k matici A (ozn. adj A) nazyvame
transponovanou matici dopliikd, tj. (dopl A) . Plati: A-(adj A) = (adj A)- A =det A-E.
Je-li A regularni matice, je

_ 1 .

Pro ukazkovou matici Q z podkap. 4.1. méme:

036 1 5 -3 [ 1 3 -3
Q=114 7}, tedy dopl@ = 3 —12 6 |,apakadj Q= 5 —12 6
259 -3 6 -3 -3 6 -3

) 1 3 -3 [—3 -1 1

Vime jiz, 7e det Q = =3, takze Q '=—=-| 5 —-12 6| = -3 4 2
Sl 6-3] | 1-2 1

Vyhodou uvedeného postupu je i to, Ze zlomek ——— je mozno nechat ,vytknuty* pied matici
y ] 3t Q vytknuty“ p
— toho budeme casto vyuzivat.

Velkou nevyhodou této metody je pracnost vypoctu matice doplhki. Jiz u 4. fddu musime
pocitat 9 determinanti 3. fadu. OvSem velmi vyhodny je tento postup u matic 2. fadu.

Disledek (vypocet inverzni matice 2. fadu). Pro reguldrni matici 2. fadu A = (a;;) je

-1
Al = a1y a2 _ 1 ] Q22 —a12
Q21 G99 det A |—aa an

-1
Priklad: {1 2] = —% [ 4 _2} Vysledek jsme ponechali s ,,vytknutou“ —

1
34 -3 1 2

METODA 1II. - Eliminac¢ni postup.

Princip metody spoc¢iva v tom, Ze k zadané matici A madme najit takovou matici X, aby
platilo A - X = E (viz ,vlastnosti inverznich matic“ bod (2)). Na vyfeSeni této maticové
rovnice pouZijeme elimina¢ni postup (viz Aplikace Kap. 3) takto: délenou matici [A| E]
pievedeme fadkovymi Gpravami na tvar [E | B] a pak plati F- X = B, tj. X = B a inverzni
matice je nalezena.

Vé&ta (o inverzi eliminaci). Pro kazdou regularni matici A vede eliminaéni tprava délené
matice [A | E] na ziskani matice A™!, tj. schematicky

[A|E] ~ [A1| B)] ~ [A2| Bo] ~ ... ~ [E| A7Y]

1 0} [10-2 1]
3 1 ~ .
372 01 5 -3

o [1210 1 2/ 10 12
Priklad: {3 4*0 1} ~ [o —2‘-3 1} ~ {0 1
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4.2. Inverzni matice KAPITOLA 4
RESENE PRIKLADY

Reseny piiklad 4.2.1. Pro 4 = éi] , B = |? (1)} provéite body (1) a (3 — 1. &ist) véty
o ,vlastnostech inverznich matic“.
Regeni. ad(1) det A = —2,det B=-1,C = A-B = [lg ;} ,det C = 2; inverzni matice uréime

metodou matice adjungované (viz ,dusledek”), zlomky nechavame vytknuté pfed maticemi:

53] e () -

ad(3):JeAT:[; Z} (AT)! = -]

A7l =—

Nf—

3 —11 in =1 _ p=1,4-1
[_10 4},tedyJeC =B A"

[ _3 i’ ], coz je skuteéné (A=1) 7T,

o N O

01
Reseny piiklad 4.2.2. Uréete matici D~ pro zadanou matici D = | 1 2
11

Reseni. Jsou dvé moznosti, bud uréit (D*)~! nebo (D~!)*%. Zvolime druhou z nich, nejdiive tedy
uréime D~! a to obéma metodami.

Pouziti adjungované matice (Sarrusovym pravidlem si pfedem pfipravime det D = 2):

—2 2 —1 ~20 2 20 2
dopl D = 00 1|, adjD=(doplD)T = 20 0}, D_lz% 20 0
2 0 -1 -1 1 -1 -1 1 -1

Eliminaéni postup (i s kontrolnim sloupcem):

010{100O0 2 1 10(001 3 1 10(00 1 3
122(010 6 ~ (010|100 2 ~|010(10 O 2 ~
110001 3 122{010 6 01201 -1 3
Pfiprava prvni kli¢. 1 (pfehozeni fadkl) a pak pod ni nuly; dalsi kli¢. 1 k dispozici.
1 00(-10 1 1 100/-10 1 1
~ 1010 10 0 2 ~ 1010, 10 O 2
11 _1 1
002-11 -1 1 001|—-35 5 —35 3
Dokondeni eliminace. Obé metody daly stejny vysledek. Nyni dokoncime feSeni piikladu:
2 2 -6 34 10 2
D2=p1.D'=31|-4 0 4|, D*=D?2.D?=5112 -12 20
5 —1 —1 9 11 -33
1211
» v 2 M -1 v v ]. 3 3 2
Reseny ptiklad 4.2.3. Uréete F~! a provedte zkousku; F = 013 4
1210
Reseni. U tohoto fadu se jiz jednoznaéné vyplati elimina¢ni postup (i s kontrolnim sloupcem)
1211{1000 6 121 1 1000 6
1332(0100 10 012 1/]-1100 4
01340010 9 013 4/, 0010 9
12100001 5 000 —-1{—-1 001 -1
Nuly pod prvni kli¢. 1; dalsi kli&. 1 je (zde ndhodou) hned k dispozici.
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(1 0 -3 -1] 3 -2 007 -2 100 8| 6 -5 30 13
01 2 1/]-1 100 4 010 -5/-3 3 -20| -6
Y100 1 3/ 1-110 5 7 loo0o1 3/ 1-1 10 5
00 0 -1|-1 001] -1 000 -1|-1 0 01| -1

Nuly nad i pod druhou kli¢. 1; dalsi kli¢. 1 k dispozici a opét nuly nad i pod ni.

100 8 6 -5 3 O 13 1 000/-2 -5 3 8
010 -5/-3 3 -2 0 —6 0100 2 3 -2 -5 -1
001 3] 1 -1 1 O ) 0010/ -2-1 1 3 2
000 1] 1 0 0 -1 1 0001, 1 0 0 -1 1
Ptiprava posledni kli¢. 1 (4. faddek nasoben —1) a dokonéime eliminaci nad kli¢. 1.
-2 -5 3 8 1211 -2 -5 3 8 1000
2 3 -2-5 1332 2 3 -2-5 0100
-1 _ Ska: B -1 — —
Fo=1 9 4 1 3| ZhowkalF 0134 |—=2-1 1 3 0010
1 0 0 -1 1210 1 0 0 -1 0001
Podle véty o vlastnostech inverznich matic (bod (2)) jiZ nemusime provddét soucin F~! . F.

ULOHY K RESENI

1. Urcete, které z matic jsou reguldrni, a u téchto najdéte matice inverzni obéma metodami:

ofl] w2 el e[t e[e

(111 101 123 003 21

() {011 (g) |010 (h) [012 (i) |-100 G) [—-10
001 101 125 020 32

2. Vypodtéte inverzni matice metodou elimina¢ni:

(123 4 0001 0111 0200
23710 0010 1110 0010

@ 1774 5 ®) 10100 © 11011 @ 15000
112 4 1000 1101 0001
010 00 11111 2 2 2 22
200 00 01111 -1 2 2 22

() [000-30 (f)|00111 g |-1-1 2 22
000 01 00011 “1-1-1 22
(002 00 00001 -1-1-1-12

3. Pfimym vypocétem provéite pro matici A = [(1) i] rovnost A72- A3 = A5,

111
4. Pro matici C= |0 10| urdete matice C~2, C~3, C~4.
001

5. Urcete, pro ktera ¢isla r je matice M regularni a stanovte M ~!:

PPN K A

—r1 —rr
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APLIKACE

(A) Regeni maticovych rovnic. Problematikou maticovych rovnic jsme se jiz zabyvali.
Zavedenim inverznich matic ziskdvame novy nastroj — jeho vyuZzitelnost je omezena tim,
7e pouze regularni matice maji inverzni. Nejdiive formulujeme principy aplikace a pak na
prikladech budeme demonstrovat vlastni techniku prace.

Necht A, C' jsou reguldarni matice a B je libovolna matice. Potom:

(i) Rovnici A - X = B lze vyresit tak, Ze obé jeji strany nasobime zleva matici A~
Dostavame A™'-A-X = A7 - B, neboli E- X = A7' . B a konetné¢ X = A~!. B;

(i) Rovnici X - C = B lze vytesit tak, Ze obé& jeji strany nasobime zprava matici C~'.
Dostavame X -C-C ' =B.-C7, neboli X-E =B-C"! a koneénéd X = B-CL;

(iii) Rovnici A - X - C = B lze vyfesit tak, Zze obé jeji strany ndsobime zleva matici
A~" a ziroveh zprava matici C~!. Dostdvime A™'-A- X -C-C~ ' =A"1.B-C~!, neboli
E-X-E=A"1B-C'akonetn¢ X =A'-B-C7}

ReZeny aplikaéni priklad 4.2.1. Jsou zadany tii matice

101
a=[33] e=foro) m=[i7 3]
001

Reste rovnice (i) A-X =B, (i)X-C=B, (ii)A-X-C=B5B.

10-1
},C—lz 01 0

1
! 00 1

ReZeni. Nejdiive si piipravime inverzni matice A~! = [

wx-am= V1[0 53

10 -1
(ii)X:B-C—lz[ﬁ_ﬂ- 01 0 =[if_§};
00 1

NI— O

[ClISE ]

1
1 -3 _

10 -1
(iii)X:A—l-B-C‘lz[_18}-[}1?_?}- 01 0 =[
2 00 1

|

Reseny aplikaéni piiklad 4.2.2. Pro matice P = “ ;] , Q= {g 1] , R= {2 f] feste rovnice

N DN
DO pO

(i) PX + Q = RX, (i) XP=X+R (i) 2XP+ R=7X + Q.

ReSeni. (i) PX + Q = RX; ,pfevedeme” RX nalevo a ) napravo (presnéji fedeno — od obou stran
rovnice odefteme RX a Q): PX — RX = —(Q); vytkneme X zprava: (P — R)X = —(Q; obé strany
nasobime zleva matici (P — R)~! a koneény vysledek je: X = —(P — R)~!Q. Vypodet bude mozno
timto zpasobem provést pouze tehdy, je-li matice P — R regularni.

Dokonceni vypoctu:

N N O R e [N

65



KAPITOLA 4 4.2. Inverzni matice

(b) XP = X+R; ,pfevedeme® X nalevo a nahradime ho vyrazem X F (tim si pfipravujeme
nasledné vytknuti X) a madme: XP — XFE = R; vytkneme X zleva: X(P — E) = R; obé strany
nasobime zprava matici (P — E)~! a kone¢ny vysledek je: X = R(P — E)~!. Postup lze takto
realizovat jen v pripadé, Ze matice P — E je regularni.

Dokonéeni vypoctu:

cofo2) ([ _Jro]\ _fo2] [os] " _Jo2] [-51]_[%0
|11 12 01 11 11 111 %0_01
(iii) 2X P+ R = 7X +Q; ,pfevedeme R napravo a 7X nalevo a nahradime ho vyrazem X -
7E (pfiprava pro vytknuti) a mame: X -2P— X -7TE = (Q—R; vytkneme X zleva: X (2P—-7F) = Q—R;
ob¢ strany nisobime zprava matici (2P — 7E)~! a kone¢ny vysledek je: X = (Q — R)(2P —7TE)~L.

Vypodet lze dokonéit timto zplisobem jen tehdy, je-li matice 2P — 7E regularni.
Dokon¢eni vypoctu:

At 1) B ) A e e e

(B) Vstupné-vystupni makroekonomicka analyza (input-output analysis). Za¢neme
citaci ze [21887]102 ,A very important application of matrices and their inverses is found in the relatively recently
developed branch of applied mathematics called input-output analysis. Wassily Leontief, the primary force behind these new
developments, was awarded the Nobel Prize in economics in 1973 because of significant impact his work had on economic
planning for industrialized coutries. Among other things, he conducted a comprehensive study of how 500 sectors of the

American economy interacted with each other. Of course, large-scale computers played important role in his analysis ... “

Objasnime myslenky této aplikace na jednoduché analyze modelu dvou odvétvi.

Reseny aplikaéni piiklad 4.2.3. (modelovy)

Uvazujeme dvé odvétvi: odvétvi E — produkuje elektfinu; odvétvi W — produkuje vodu.

Do modelu zahrneme jenom vstupy a vystupy tykajici se danych dvou produkti (ostatni
opomijime); vSechny hodnotové tidaje jsou v dolarech ($). M&me hodnotové charakteristiky:
na vyrobu elektfiny v hodnoté 1§ je v odvétvi E t¥eba el. v hodnoté 0.1 $ a vody v hodnots 0.3 $;
na vyrobu vody v hodnoté 1§ je v odvétvi W tfeba el. v hodnoté 0.4$ a vody v hodnoté 0.2 §;
déle necht predpokldadané pozadavky ostatnich odvétvi a spotiebiteli (na ur¢ité obdobi) jsou:
dy ...el. za 12 mil. §, ds ...voda za 6 mil. §. Nyni pfikro¢ime k hodnotové bilanci.

odvétvi E : celkova potfeba el. = el. na vyrobu el. + el. na vyrobu vody + d;
odvétvi W: celkova potfeba vody = voda na vyrobu el. 4+ voda na vyrobu vody + ds

Jestlize oznadime z; celkovou potiebu elektfiny a zo celkovou potfebu vody (oboji vyjadiené
hodnotové v §), miZzeme pravé uvedené symbolické rovnice zapsat matematicky takto:

odvétvi E T = 0.1.’L‘1 + 0.4.’L‘2 + dl o, 1 d1 0.104
odvétvi W: 2o = 0.3z1 + 0.225 + do Oznacime X = z9 |’ D= do |’ T= 0.30.2

a lze prejit k maticové formulaci problému: X =T - X + D. Tuto rovnici oviem snadno vyfesime:
Eyo - X =T X+ D, takie (Faxo —T) - X = D a po vynéasobeni inverzni matici kone¢né
X = (Fyxo — T)~ ! - D. Dokonéeni tlohy:

10 LA NN T yomi 9 _4771 . )
X = | 10 10 _ mil. _ 10 5 | 12mil. _ 20 mil.
01 T% _1% 6 mil. _1—36 T% 6 mil. 15 mil.

Ke splnéni uvedenych pozadavku je tfeba vyprodukovat:
odvétvi E(v mil.$) :20=0.1-20+0.4-15+ 12 = 2(el. pro E) + 6(el. pro W) + 12(d;)
odvétvi W(v mil. $): 15=10.3-20+0.2- 15+ 6 = 6(voda pro E) + 3(voda pro W) + 6(d>).

i

107 této ucebnice jsou prevzaty i dalsi priklady na tuto aplikaci
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4.2. Inverzni matice KAPITOLA 4

Shrnuti: Pii vstupné-vystupni analyze uvazujeme v modelu odvétvi Oy, O,, ..., Oy a ndsle-
dujici hodnotové (ve zvolenych penéznich jednotkach) matice:

T ...tzv. technologickd matice [technology matriz]; je to matice (typu & x k) vzajemnych
vztahdl mezi odvétvimi, tj. hodnota ¢;; vyjadiuje hodnotu vstupu potfebného z odvétvi O,
na vyrobu mnozstvi produktu jednotkové penéZni hodnoty v odvétvi Oj;

D ...tzv. matice findlnich poZadavki [final demand matriz/; je to matice (typu k x 1)
vyjadfujici pozadavky na produkei jednotlivych odvétvi (d;) z hlediska odbératelt mimo
uvazovany komplex odvétvi (tj. ostatnich odvétvi a spotfebitelské sité);

X ...tzv. vystupni matice [total output matriz/; je to matice (typu k x 1) vyjadiujici
celkovou potfebu produkce jednotlivych odvétvi (z;), kterou chceme pfi analyze zjistit.

P1i zjistovani matice X se vychdazi z bilanéni rovnice
celkovy vystup(X) = vnitini pozadavky daného komplexu odvétvi(T X) + vnéjsi pozad.(D)

¢ili X =TX + D a jeji fesen{ je (pokud existuje inverzni matice (E — T')7!):

X=(E-T)'-D

Tedy odvétvi O; musi vyrobit kromé vné pozadovaného objemu v hodnoté d; jesté jednot-
livé ,vnitiné“ pozadované objemy svého produktu v hodnotéch ¢;; - z; pro jednotliva odvétvi
O; vCetné sebe sama. Vysledny analyticky tvar je pak z; = t;121 +tiozo +ti3T3 + . . . + LTk

APLIKACNI ULOHY K RESENI

1. Reste maticové rovnice a provedte zkousky spravnosti:

10 5
1 2 1 23456 3 56
(a)[39}-X—[1_20411] (b) X-p02 1 _[1—20]
00 -1
. 12 01 21| ., .
2. Pro matice U = [1 1], V= [1 3], W = l:g 1J reSte rovnice
() UX =V (b) XV =W (c)UXV =W (QUX+U=W+X

) XU=W-XHUXU=W (g 2UX =W +2X (h) XU — 3XV =2W
3. Reste modelovy priklad se zménénymi pozadavky d; = 18 mil. dolard, dy = 12 mil. dolard.

4. Pro ekonomiku se dvéma sektory (zemédélstvi a energetikou) danou technologickou matici T
(v 8) provedte vstupni-vystupni analyzu pro t¥i variantni zadani matice D (v miliadrach $):

0.4 0.2 . 6 .. 8 12
T:[0.20.1]’ (1)D:[4}, (11)D:[5}, (111)D:[9:|.

5. Pro ekonomiku se 3 sektory (zemédélstvi, stavebnictvi, energetika) s technol. matici T' (v §)
provedte vstupni-vystupni analyzu pro dvé variantni zadani matice D (v miliardach $):

0.3 0.2 0.2 5 20
T=010101|, (@ D=]|10|, (i)D=]15
0.2 0.1 0.1 15 10

6. Uvazujme dva sektory ekonomiky - dopravu a primysl. Potfebné vstupy do dopravy na
hodnotu 1 dolaru jsou z kazdého z obou odvétvi 0.1 dolaru, a potifebné vstupy do primyslu
na hodnotu 1 dolaru jsou z kazdého z obou odvétvi 0.4 dolaru. Najdéte hodnoty celkovych
vystupt z obou téchto odvétvi, jestlize vnéjsi pozadavky jsou (v miliardach dolari): pro
dopravu 5, pro pramysl 20.
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7.

Velka mezinarodni spole¢nost produkuje elektfinu, zemni plyn a naftu. K produkci elektfiny
v hodnoté 1 dolaru potfebuje tyto vstupy (v dolarech): elektfina — 0.3, plyn — 0.1, nafta — 0.2.
K produkci plynu v hodnoté 1 dolaru potiebuje tyto vstupy (v dolarech): elekt¥ina — 0.3, plyn
- 0.1, nafta — 0.2. K produkci nafty v hodnoté 1 dolaru potfebuje tyto vstupy (v dolarech):
elektfina — 0.1, plyn — 0.1, nafta — 0.1. Provedte vstupné-vystupni analyzu, jsou-li vnéjsi
pozadavky (v miliardach dolart): elektfina — 25 , plyn — 15, nafta — 20.

KREATIVNI ULOHY

1.
2.
3.

Najdéte matici A jinou nez E takovou, pro niz (a) adj A=A, (b) A~!=A.
Je-li det A=3 = 8, urcete det A.

Necht A, Ag, By, B jsou Ctvercové matice 2. fadu. Jak byste fesili 4, X + Vv = B,
uvedenou soustavu dvou maticovych rovnic o dvou nezndmych mati- 4,X — Y = B,
cich X,Y a co se muize stat ?

. An economy is based on two industrial sectors, coal and steel. Production of a dollar’s worth of

coal requires an input of $0.10 from the coal sector and $0.20 from the steel sector. Production
of a dollar’s worth of steel requires an input of $0.20 from the coal sector and $0.40 from the
steel sector. Find the output for each sector that is needed to satisfy a final demand of $20
billion for coal and $10 billion for steel.

. An economy is based on three sectors, agriculture, manufacturing, and energy. Production

of a dollar’s worth of agriculture requires inputs of $0.20 from agriculture, $0.20 from manu-
facturing, and $0.20 from energy. Production of a dollar’s worth of manufacturing requires
inputs of $0.40 from agriculture, $0.10 from manufacturing, and $0.10 from energy. Pro-
duction of a dollar’s worth of energy requires inputs of $0.30 from agriculture, $0.10 from
manufacturing, and $0.10 from energy. Find the output for each sector that is needed to
satisfy a final demand of $10 billion for agriculture, $15 billion for manufacturing, and $20
billion for steel.

KONTROLNI OTAZKY KE KAPITOLE 4

1.
. Uréete hodnotu det [—5].

. Je-li A singularni matice, ¢emu je rovno det A5 ?

[S2 BN VI )

Umite najit matici M 7. fadu, pro niz det M = 2087 Jak rychle ji sestavite?

. Kterych matic je vice, singuldrnich nebo regularnich?

. Najdéte matici 2. fddu Z takovou, Ze neexistuje adj Z.

. Pro¢ rovnice [1 1} - X = [1 2} a rovnice X - {1 1} = ll 2} nemaji stejné feSeni?

01 34 01 34

. Uvedte matici 3. fddu A, pro ni% je vypodet A~! pomoci adjungované vyhodné&jsi nez

eliminaci.

TERMINOLOGICKY SLOVNICEK KE KAPITOLE 4

determinant determinant Sarrusovo pr. Sarrus’ rule
algebraicky doplnék  cofactor rozvoj podle fadku development by a row
det. vyssiho fadu higher order det. vypocditat det. evaluate a det.
singuldrni m. singular matrix regularni m. non-singular m.
adjungovand m. adjoint (adjugate) m. inverzni m. inverse m.
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Kapitola 5
Soustava linearnich rovnic

V kapitole paté je podana ucelend teorie soustav lineadrnich rovnic.
Jsou prezentovany vsSechny zakladni teoretické poznatky s jejich
praktickym dosahem. Student si osvoji ¢tyfi metody feseni tako-
vych soustav. Kapitola ma nasledujici strukturu:

O analyza fesitelnosti soustav a rozhodnuti o poctu feseni

O jsou podrobné vylozeny a dostatecné procviceny ¢tyii metody
reSeni regulérnich soustav linearnich rovnic

O je podrobné diskutovan pripad soustav linearnich rovnic maji-
cich nekone¢né mnoho reseni

O aplika¢ni priklady ukazuji vyuziti regularnich soustav rovnic
na problematiku soufadnic vektoru v bazi a ve vyrovnavacim
poctu

O znovu se vracime k ekonomickym problémtm vedoucim na sou-
stavy linearnich rovnic — rozhodovacim tlohdm a optimalizac-
nim vypoctim

69



KAPITOLA 5 5.1. Analyza soustavy linedrnich rovnic

5.1. Analyza soustavy linearnich rovnic
Definice. Soustavu m linearnich rovnic o n neznamych uvazujeme v obecném tvaru

anTi + aipT2 +...+ ATy, = b
Q921 T1 + Q922 T2 +...+ Aon Ty, :bg

A1 L1 + QmaTo + ...+ Qmn Ty, = by

Zavedeme matici soustavy A a rozsifenou matici soustavy A* (Cteme 4 s hvézdickou") :

a;1 12 ... Qip ain @iz ... Qip| by
Qo1 Q92 ... Q9 ag1 Q22 ... Q9 bQ
A= L, A= " :
Am1 Gm2 - - - Omn Am1 Gm2 -« - Omn bm
—
vektor nezndmych & = (z1, 9, ...,T,) a vektor pravych stran b = (b, by, ... by).

Vektor I povazujeme zaroven za jednoradkovou matici (tj. typu 1 x n) a stejné tak vektor
b (matice typu 1xm). Podle pot¥eby budeme tyto dva vektory (jako matice) téZ transponovat

(tj. T a b7), abychom dostali jednosloupcovy tvar.
Resenim soustavy je kazdy vektor Z (n-tice ¢isel), ktery spliiuje zdroven viechny rovnice.

Ukazka. Soustava 2 rovnic o 4 neznamych, kterou zde uvadime, bude slouzit k nazornému
vysvétlovani v celé této podkapitole (budeme ji nazyvat ,ukdzkova soustava®):

3¢, — 229 + a3 + T4 = 7.6 (3 217 . [3 21716
T + 523+ x4 = 26 Pak A =1, 014 =|1 05 1]

a prislusné vektory jsou ¥ = (z1, 9, T3, 24), b= (7.6,26). Jednim z mnoha moZnych FeSeni
(presvédiete se dosazenim!) této soustavy je ¢tvefice ¥ = (1,0.2,5,0).

Nyni provedeme obecnou analyzu soustavy lin. rovnic (ilustrujeme na ukazkové soustavé
2 rovnic o 4 neznamych). Uvedeme 3 rtizné pohledy, jimiz miZeme soustavu analyzovat.

1. pohled - maticova rovnice
Soustavu chidpeme jako maticovou rovnici A4 - £T = bT | kde ZT je nezndm4 matice.

T

, , , ) 3-217 T2 | |76
Ukéazkova soustava ma tvar : [ 1 05 1] s | = [ 9 }
T4

2. pohled - ,baterie“ skalarnich souc¢inu
Leva strana i-té rovnice je vlastné skalarni sou€in az, - Z (tj. a7, je i-ty Ffadkovy vektor matice
A ). Celou soustavu lze tedy popsat jako ,baterii“:

Z_I,* ' f_;, i 21 Pro ukazkovou soustavu mame 2 rovnice:
2 2 (3,-2,1,7) - Z = 7.6
axy_y;*'fzbm (1,0,5,1)1':26
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5.1. Analyza soustavy linedrnich rovnic KAPITOLA 5

3. pohled - linearni kombinace sloupcovych vektoru

P1i tomto pohledu uvazujeme, Ze jednotlivé sloupcové vektory ay; matice A jsou ndsobeny
jednotlivymi nezndmymi a vysledek (soucet) této linedrni kombinace ma byt roven vektoru
pravych stran. Kazda rovnice je vlastné vypocet pro jednu slozku, neznamé koeficienty lin.
kombinace x1, zs, ..., z, se hledaji.

Tento pohled je zejména nézorny ve ,sloupcové® podobé:

T an Tz a T+ o, can, T=0bT

o [l o -
APLIKACE

Na zakladé tfettho pohledu na soustavu linearnich rovnic lze provést kompletni analyzu
jeji reSitelnosti. Zdiraznéme jesté jednou, ze jde o problém, jak vytvofit vektor pravych stran
b jako linearni kombinaci souboru sloupcovych vektord matice A. Tato otazka byla vyfeSena
v kapitole 3, takze z vysledk miizeme nyni tézit.

Ukéazka: x1 - i’

Véta (Frobeniova)!l. Soustava linearnich rovnic o n nezndmych ma YeSeni, pravé kdyz je
splnéna tzv. Frobenitova podminka:

h(A) = h(A*)

Daéle pro pocet feseni nastane vidy jedna ze ti{ moznosti:
(i) soustava nema FeSeni, pravé kdyz h(A) # h(A*),
(ii) soustava mé 1 FeSeni, pravé kdyz h(A) = h(A*) = n,
(iii) soustava mé nekoneéné mnoho feSeni, pravé kdyz h(A) = h(A*) < n.

Duakaz. Soustava ma fesenti, pravé kdyz vektor b patii do obalu souboru vSech sloupcovych vektora
matice A. Jak vime z Kapitoly 3 tato podminka je splnéna, pravé kdyz vektor b nezvysuje hodnost
uvedeného souboru.

Jestlize vSechny uvedené vektory usporadame do fadkt matice, dostaneme matici AT a po pfi-
déni vektoru pravych stran matici (A*)T. Podminka h(AT) = h ((A*)T) piejde po transponovini
pravé na Frobeniovu podminku.

Co se tyfe potu feSeni, je tfeba si uvédomit, ze podet sloupcovych vektort je n. V pfipadé, zZe
obé hodnosti jsou rovny n, pracujeme s nezavislym souborem a vektor b se da vyjadrit jako linedrni
kombinace jedinym zpusobem (tedy pomoci jediné n-tice koeficientd z1, zs,...,zy) , jsou-li vSak
tyto hodnosti mensi nez n, je soubor sloupcovych vektori matice A zavisly a vyjddreni je mozné
nekoneéné mnoha zpisoby (n-ticemi koeficientd z, x2, ..., 2,) — viz opét kapitola 3.

ReSeny aplikaéni priklad 5.1.1. Urdete podet feSeni ukdzkové soustavy v této podkapitole.

Regeni 3-217|7.6 N 1 051}26 N 1 0 51 26
{1 05126 3 —-217|7.6 0-2-144|-704

Vysledek tprav: h(A) = h(A*) = 2 (obé matice jsme upravili soutasné — A je totiz soucasti
A* ). Je tedy splnéna Frobeniova podminka a vzhledem k tomu, Ze nezndmé jsou 4, soustava mé
nekonecné mnoho reSeni.

"¥robenius, Georg (1849-1917), ndmecky matematik.
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Reseny aplikaéni piiklad 5.1.2. Pro zadanou soustavu %1 — 222 + 23 = 1

4 rovnic o 3 neznimych z1, Ty, z3 provéite platnost Fro- 31 — 2 + 6x3 = 3
beniovy podminky a uréete pocet FeSeni této soustavy. T+ z2+ z3= 2
1+ 2x0 + Tz3 = 1
Re3eni.
1 -2 1]1 1 1 -2 1)1 1 1 -2 1]1 1 1 -2 11 1
3 —-16(3]| 11 0 53}0 8 0 1 =310 -2 0 1 =30 -2
1 112 ) 0 3 0j1 4 0 3 01 4 0 0 91 10
1 27|1] 11 0 46(0] 10 0 4 6|0 10 0 0 180 18
1 -2 1| 1 1
0 1 -3 0f —2 . . v
~ 1o o o9 1 10 Tedy h(A) = 3 # h(A*) = 4, to znamend, Ze soustava nemé feseni.
0 0 0}-2 —2

APLIKACNI ULOHY K RESENI

1. Néasledujici dvé soustavy rovnic popiSte z uvedenych 3 pohledu
T — 229 =1
31‘1 - X9 = 3
1+ 9= 2

T — 229+ x3 =1 (i)
3z1 — 29 + 623 =3

(i)
2. Provérte platnost Frobeniovy podminky pro soustavy rovnic z predchozi tlohy.

3. Pro kaZdou ze zadanych soustav rovnic provéite Frobeniovu podminku a urdete pocet feSeni:

1 + 229 =1 T — 229 = 1 T1 + 2290 = 1

(a) 221 + 229 = 3 (b) —x1 + 229 = 3 (C) 3z1 +6x9 = 3
) — 229 =1
T — 229 + xz3 =1 ~3x1 + 629 = =3
(d) 3z — z2+ z3= 2 (e) zy+ z2 = 2
3z1 + x9 +6xz3 =3 221 — 29 = 3

—2x1 +4x9 = —2

1+ 220+ z23= 1

1 — z9— x23=0 Ty —2x90 + z3+4x4=1

(f) 2z, + 4z9 + 223 = 2 (g) 2z1 +2z0+ 23— z4= 1

21 + a9 =1 3z, + 223+ 324 = 3
229 + 213 = 1

4. Diskutujte vliv parametru p na resitelnost a pocet feseni zadanych soustav rovnic:

(a)

1 + 239 = 1 (b) 1 — 2290 =1 (c) 1+ 229 = 0
21 + pro = 3 —pzr] + 2pT0 = 3 3z +Txo = p
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5.2. Regularni soustava rovnic

Definice a Véta. Soustava n linedrnich rovnic o n nezndmych se nazyva reguldrni soustava
rovuic, jestlize matice soustavy A je regularni matice.
Regularni soustava mé vzdy pravé jedno feSeni, nebot A je typu n x n a je-li h(A) = n, pak
nutné i h(A*) = n.

Pro tuto podkapitolu jsme zvolili demonstraéni soustavu  5z; + z9 + 923 = 10

tfi rovnic o 3 nezndmych (viz vpravo): 1 — To+ x3= 0

Soustava je regularni, nebot det A = —4 # 0. 4z, — 229 + 623 = 2

Nyni popiSeme 4 metody feSeni reguldrnich soustav. Kazd4d metoda bude vysvétlena
nejdrive teoreticky a vzapéti na uvedené demonstracni soustave.

I. METODA - Cramerovo pravidlo'?

Pro kazdé j vytvofime pomocnou matici A; tak, Ze j-ty sloupec matice A nahradime sloup-
cem pravych stran b7 a pak plati

det Ag
i =
J det A

Reseny priklad 5.2.1. Resime uvedenou demonstraéni soustavu:

5 19 10 19 5109 5 110
A=]1-11], A= 0-11{, Ay=|1 01|, As=|1-1 0],
4-26 2-26 4 26 4-2 2
. _detAl_—20_5 _detAQ_—12_3 _detAg_ 8 — 9
L= qetda - —2 ~ % BT qeaT a7 BT Qea 4T~

II. METODA - Uziti inverzni matice

Dle 1. pohledu na soustavu rovnic (kapitola 5.1.) miZeme problém chapat jako maticovou
rovnici A-ZT = b7T, kde navic A je reguldrni matice. Jestlize obé strany této rovnice nésobime
zleva matici A~!, dostaneme

Pokradovani feSeného piikladu 5.2.1. Nejdfive vypocteme nékterou z metod inverzni matici

1 6-25 1 6-25 10 5
At=1| 05 15 -1|, apakjiz £T=| 05 1.5 —1|-| 0|=]| 3],
—0.5 =35 1.5 -0.5 -3.5 1.5 2 -2

tedy 21 =5, x29=3, xz3=-2.

12Cramer [kramer], Gabriel (1704 — 1752), §vycarsky matematik
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III. METODA - Gaussova eliminace

Vyjdeme znovu z maticové rovnice A - &' = b, kterou budeme Feit metodou délené
matice. Vyjdeme z délené matice [A | bT], kterou upravime na matici v Gaussové tvaru

[C’ | JT] Tuto délenou matici nyni interpretujeme jako soustavu rovnic, kterd ma tvar
ykaskddy“ - z druhé rovnice je ,vyloudena (eliminovana)“ nezndmd z,, z tieti jsou elimi-
novany zp, s, atd. az v posledn{ rovnici zistala pouze nezndmé z, (ostatni nezndmé jsou
z ni eliminovany):

C11%1 + €122 + ...+ CipZn = d)
4+ CTy +...+ Conx, = do

Cnndn = dn

Hodnoty neznamych se jiz snadno vypoctou ,zpétnym chodem®, tj. nejdfive z posledni
y Y J y p J

rovnice hodnota z, = —~, ta se pak dosadi do predposledni rovnice a uréi se z,_;.
nn

Postup pokracuje a jako posledni se urci z prvni rovnice hodnota x;, kdyz vSechny ostatni
uz byly zjistény z ,nizsich“ rovnic (ukdzka nasleduje nize).

IV. METODA - Jordanova eliminace '3

Postupujeme analogicky jako u Gaussovy eliminace, ale délenou matici upravime aZ na
tvar, kdy na misté matice A je jednotkovd matice F (tento postup zndme z vypoctu inverz-
nich matic), tj. na tvar [E | fT], coz odpovid4 maticové rovnici E-ZT = f 7, a tedy vektor

f je primo roven vektoru neznamych . Odpovidajici soustava rovnic mé ,kuriézni“ tvar:

z = f1
T2 = f2

xn:fn

Dokonceni reSeného piikladu 5.2.1. Nyni ukdZeme postupné Gaussovu a Jordanovu eliminaci:

5 19107 25 1-11]0] 1 1-11/0] 1
1-110| 1 ~ 1|5 19/10] 25 ~ |0 64/10] 20 ~
(426 2] 10 4-26| 2| 10 0 22/ 2| 6

(1 -11]0] 1 1-11 0] 1 1-11/ 0] 1
SACETHESCEE TR
10 22(2] 6 0 02|-%] -2 0 01/-2| -1
V tomto ockamziku je dokoncena Gaussova eliminace a sou- Ty —To+ z3= 0
stava ma novy tvar (viz vpravo): Ty + 223 = %
I3 = -2
Z posledni rovnice je z3 = —2. Po dosazeni do rovnice pifedposledni mame zo + % - (=2) = %, tj.

z9 = 3. Dosadime za z3 a z3 do 1. rovnice a ta pfejde na tvar z; —3 + (—2) =0, a tedy z; = 5.

13Jordan [zordan], Camille (1838 — 1922), francouzsky matematik
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5.2. Regularni soustava rovnic KAPITOLA 5

Nyni budeme pokraéovat dale v fadkovych tpravach a dokonéime Jordanovu eliminaci:

1-10] 2 2 100] 5 6 T = 5
~ |0 10] 3 4 ~ (010 3 4 a mame 9 = 3
0 01|—-2] -1 001/—-2| —-1 T3 = —2

ULOHY K RESENI

1. Uréete, pro které hodnoty parametru k£ je dand soustava 2 rovnic o 2 nezndmych (resp.
3 rovnic o 3 nezndmych) reguldrni, a feste ji Cramerovym pravidlem:

221 + T2 =5 kxriy — x0 =5 1+ zo =k
(a) 1 + kzo =0 (b) 1 + 2kzo =0 (C) 221 + 322 = 0
x1 + ko + x23=1 1 + ko + 43 =1
(d) z1+ 3+ 2x3=0 (e) 1+ zo + 2x3=2
221 + zo + z3=3 2z1 + xo + kx3 =3

2. Vysvétlete, pro¢ hodnoty parametru p, q, a, b, ¢ vyskytujici se v nasledujicich soustavach rov-
nic nemaji vliv na jejich fesitelnost. KaZdou ze zadanych soustav feste pomoci inverzni matice.

221 + 9 = 25 T+ 229 = p 1+ 9 =p

(a) r1 +x0 = p (b) 1 + 429 =0 ()2x1+3xg=q
1 + xo =aq T +z3=a
(d) = +z3=2 () 2z1 +zo+23=0
o + x3=3 r1 + xo I3 = ¢

3. Nésledujici soustavy rovnic o 4 neznamych rfeste Gaussovou a Jordanovou eliminaci

r+3y—224+ u=0 r+y+2z+ t=-1
(a) 2 + 5y — 32+ 3u=0 (b) dr + y + 2z = 1
x + 2z - 2u=9 z+y+ z+ t= 0
20 — y+4z+9u=3 Sz +4z4+2t= 3

APLIKACE

(A) Souradnice vektoru v bazi prostoru V,.. Tato tloha byla formulovana v kapitole 3:
V prostoru V,, je dana bdze B : by, .. bn, tj. nezdvisly soubor n Uektoru Kazdy vektor
v € V,, je mozno napsat jedingm zpusobem jako linedrni kombinaci v = clb1+02b2+ +cnbn,

pricemz koeficienty cy, . .., ¢, (Soufadnice) privé hleddme.

Pii feSeni vznikne pro kazdou slozku vektoru ¢ jedna linearni rovnice o neznamych ¢y, ..., c,.
Celkové tedy vidime, Ze je tfeba vyfesit soustavu n rovnic o n nezndmych, jejiz matice
soustavy A mé4 za jednotlivé sloupce vektory b; T, b, T, ..., b, T.

BB jako baze prostoru V,, je nezévisly soubor, a proto matice A je regularni. Uloha na uréeni
souradnic vektoru v bazi prostoru V,, vede na regularni soustavu lin. rovnic.

Reseny aplikaéni p¥iklad 5.2.1. Urdete soufadnice vektoru 7' = (8,13,6) v bazi prostoru V3
B:(1,2,1),(1,1,-2),(1,—-1,-1).

Reseni. Pro soufadnice ¢, cp, c3 musi platit c1(1,2,1) + co(1,1,~2) + c3(1,—1,—1) = (8,13,6).

rovnice pro 1. slozku: g+ ¢ +c3= 8 Jedné se o reguldrni sou-
rovnice pro 2. slozku: 2c, + ¢ —c3 =13 stavu rovnic s feSenim
rovnice pro 3. slozku: cp —2c3 —c3= 6 cr="7¢=0c=1
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(B) Vyrovnavaci poéet. Klasickou tlohou vyrovnavaciho poétu je sestaveni regresni
pfimky (ve 2-rozmérném piipadé) nebo regresni roviny (v 3-rozmérném piipadé) pro dany
soubor dat. Uloha vede (a7 na vyjimky) na reguldrni soustavu rovnic — jeji tvar je vysledkem
teoretickych vah, které zde neuvadime.

Regresni pFimka. Soubor dat [z1,v1], [z, ¥2], ..., [zn,yn] (tj. N bodli v roviné) médme
vyrovnat pfimkou y = kz + q.

Neznamé parametry piimky ¢,k musi spliiovat soustavu vpravo
(tzv. soustava normdlnich rovnic), kde je S; soucet hodnot z;, S,
soucet hodnot y;, Sy, soucet hodnot z; - y;, Sz2 soudet hodnot z?2.

Ng+ Sik =35,
qu + Ssz = Szy

Reseny aplikaéni p¥iklad 5.2.2. Cty¥i body v roving [0,2],[1,2],[1, 1], [4,3] vyrovnat p¥imkou.

e B B . 49+ 6k =8
Reseni. S; = 6,5, = 8, S5, = 15, Sz2 = 18. Soustava je tedy: 6g 1 18% = 15° Cramerovo pravidlo
dava ¢ = gé,k = 12 a regresni pfimka je y = Sx + 2 5.
Regresni rovina. Body [z1,y1,21), ..., [Tn, YN, 2v] Vyrovnat rovinou z = kyz + kaoy + g.

Nezndmé parametry g, ki, ko spliuji soustavu normdl-
nich rovnic, v niz je Sy (resp. S, nebo S,) soucet hodnot
z; (vesp. y; nebo z;), Sy, (resp. Sy.) soucet hodnot z; - z;
(resp. yi- zi), Sz2 (vesp. Sy2) soucet hodnot z7 (resp. v7).

Nq + Szlﬁ + Syk?Q = Sz
qu + Sszl + SzykZ = Szz
Syq + Swyk'l + Sygk?g == Syz

Poznamka. Regularni soustavy vznikaji v nejriznéjsich situacich, kdy je matematika apli-
kovana na feSeni redlnych problémi. Nize to ukazujeme na slovnich tlohéach.

APLIKACNI ULOHY K RESENI
1. Urcete souradnice vektoru ¥ v bazi B
(a) ¥=(13,2), B: (1,-3),(2,7) (b) ¥=(31,29,10), B:(1,5,3),(2,1,-1),(4,2,1)
(¢) ¥=1(0,2), B:(11,3),(-2,7) (d)v=(5-2,-,2), B:(1,1,2),(1,2,-3),(1,-1,—1)
(e) 7= (8, 1,1,0) B:(51,4,1),(0,1,1,1),(4,2,2,1),(2,1,0,1)
(f) ¥=(2,0,3,-2,5), B:(2,1,1,1,1),(1,2,1,1,1),(1,1,3,1,1),(1,1,1,4,1),(1,1,1,1,5)
2. Zadany soubor N bodu v roviné vyrovnejte regresni primkou:

(a) N =5, [0,2],[1,2],[1,1],]0,3],[3,0] (b) N =6, [0,0],[1,0],[2,1],[3,1],[4,2],[5,2]

(¢) N =4, [0,-2],[1,2],[1,1],[0, —1] (d) N =17, [0,0],[1,0],[0,0],[1,1],[3,1],[3, 2], [4,1]
3. Zadany soubor dat vyrovnejte regresni rovinou:

(a) N =4,[0,2,0],11,1,2],[1,1,4],[0,0,3] (b) N =5,[0,0,0],[1,0,1],[0,0,0],[1,1,1], 4, 2,2]
4.* (Rozpis) Marketingova firma uskutedni prizkum zdjmu zdkaznikii o novy druh jogurtu. Pro-

vedeni bude objednano u dvou agentur, které nabizeji tyto hodinové kapacity:

Agentura ,A“: 30 telefonnich kontakti (dotaz1) a 10 ndvstév v domécnostech;

Agentura ,B“: 20 telefonnich kontakti (dotazi) a 20 ndvstév v domdacnostech.
Na kolik hodin prace bude zakazka pro kazdou z agentur pfi celkové potiebé:

(a) 600 telefonatd a 400 navstév, (b) 650 telefonatt a 350 navstév, (c) ¢ telef. a n navstév.

5.* (Planovéani vyroby) P¥i vyrobé nafukovacich ¢lunt pro 1, 2 a 4 osoby je potfeba prace (vie
udavime v ,Clovékohodindch“) nésledujici. Na jeden ¢lun pro 1 osobu: st¥iharna 0.5, kom-
pletace 0.6, balirna 0.2; na jeden ¢lun pro 2 osoby: stfiharna 1.0, kompletace 0.9, balirna
0.3; na jeden ¢lun pro 4 osoby: stfiharna 1.5, kompletace 1.2, balirna 0.5. Naplanujte tydenni
vyrobu (tj. po¢ty jednotlivych druht ¢lunt) tak, abyste vyuzili tydenni kapacity provozovny:
stf¥iharna 380, kompletace 330, balirna 120.
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5.3. Homogenni a nehomogenni soustavy

Definice. Soustava linedrnich rovnic se nazyva homogenni, jestlize vektor pravych stran b
je nulovy (tj. roven 0). Ostatni soustavy se nazyvaji nehomogenni.

Ke kazdé nehomogenni soustavé ptislusi soustava homogenni, kterou ziskaime nahrazenim
vektoru pravych stran vektorem g.

Jako demonstra¢ni soustavu jsme zvolili T1 — 209 — 3 + 224 + Bz = 8
soustavu 3 rovnic o 5 nezndmych. Je to 3z — 62y — 225 + x4 + 3z5 = 2
soustava nehomogenni, jejiz prislus$nd sou- —2gz; + 429 + 23 + =4 + 225 = 6

stava homogenni vznikne nahrazenim vsech
t¥i pravych stran nulami.

Véta 1. Mnozina vSech feSeni homogenni soustavy o n nezndmych je podprostor P prostoru
V, a plati dim P = n—h(A), kde A je matice soustavy. Jestlize dimP =k > 0a B : bl, . bk
je baze prostoru P, pak obecné reseni dané homogenni soustavy mé tvar & = clbl +.. .-I—ckbk,
kde ¢y, ..., ck jsou volitelné konstanty (realnd ¢isla).

Dikaz. Podle 2. pohledu na soustavu rovnic je zfejmé, Ze v pfipadé homogenni soustavy
hleddme vektor Z kolmy na vSechny fadkové vektory matice soustavy A. Jak vime z kapitoly
3, takové vektory pravé tvori podprostor prostoru V,, uvedené dimenze.

Nyni budeme zkoumat homogenni sou- T1 — 229 — T3 + 2x4 + 5x5 =0
stavu prislusnou k demonstra¢ni soustave. 3r1 — 629 — 223 + x4+ 325 =0
Uréime hodnost matice soustavy A. —2217 +4x9 + T3+ x4+ 225 =0
1 -2 -125 1 -2 -1 2 5) 1 -2 -1 2 5)
3—6—213~001—5—12~001—5—12~(1)_§"}_§_12
-2 4 112 0 0-1 5 12 0 0 0 0 O

Je tedy h(A) = 2. Podprostor P mé dimenzi k =n —h(A)=5—-2=3.
Zbyvé dofesit otdzku vytvoreni baze prostoru P. Pfipomenme si, Ze P je ortogonalni
doplnék souboru vSech fadkovych vektord matice A.

Strategie pro vytvoreni baze prostoru P vSech feSeni homogenni soustavy line-
arnich rovnic o n neznamych:

1. Matici A upravime na Gaussiv tvar. Zjistime k = dim P.
2. Je-li k£ = 0, soustava méa pouze trivialni feSeni 0.
3. Je-li k =n, je P =V, alze pouzit jakoukoliv bazi prostoru V,,.

4. Je-li1 < k < n, najdeme pro kazdé i =1, ..., k v i-tém faddku vysledné matice v Gaussové
tvaru prvni nenulovy prvek a jemu pfislusny sloupec n(i) (viz kapitola 3.) oznacime j;.

5. Mame tedy vyznaceny sloupce ji,. .., jk; jim pfislusné nezndmé z,,, ..., z; nazveme zd-
kladni (bdzické) neznamé. Rekneme téz, Ze soustava byla FeSena vzhledem k témto neznamym.
Ostatni nezndmé (nezdkladni) povazujeme za parametry — jsou tedy volitelné.

6. Vhodnou volbou (kombinacemi) hodnot nezakladnich nezndmych ziskdme nezévisly soubor
k vektord prostoru P. Jednou z moznosti je postupné zvolit vzdy hodnotu jedné nezakladni
nezndmé rovnou 1 a vSechny ostatni 0 — hodnoty zdkladnich nezndmych se ovSem musi pti
kazdé volbé znovu dopocitat.
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KAPITOLA 5 5.3. Homogenni a nehomogenni soustavy

Reseny piiklad 5.3.1. Sestavte béazi prostoru vsech feSeni homogenni soustavy piislusné k de-
monstrac¢ni soustavé této podkapitoly.

Re%eni. Pfipomenme znovu tpravu rozifsené matice soustavy na Gaussiv tvar:

1 -2 -1 2 5|0 ‘0}

3—6—2130~...~é—§_i_§_120
-2 4 11 2]0

Ty — 2290 — 3 + 224 + 525 =0

Dospéli jsme tedy k soustave: s — 5ay — 1225 = 0

Soustava byla feSena vzhledem k z7 a z3 (zdkladni nezndmé), nezdkladnimi b = (7,1,7,0,0)
neznamyrnl jsou xo, x4, x5. Bazi prostoru vSech feSeni budou tvofit vektory by =(7,0,7,1,0)
bl, b2, b3, jejichz slozky na mistech zdkladnich nezndmych musime dopodist. bs = (7,0,7,0,1)

Napftiklad pfi vypoctu chybéjicich slozek vektoru by dosadime nejdrive do druhé rovnice

o = 1,24 = 0,25 = 0 a vypoéteme z ni 3 = 0. Z prvni rovnice nyni jiz snadno uréime z; = 2, tj.
dostévame b = (2,1,0,0,0).

Zcela analogicky urdime by = (3,0, 5, 1,0),53 = (7,0,12,0,1). Tim byla sestavena béaze prostoru
viech feSeni homogenni soustavy rovnic. Jeji obecné feSeni mé tvar (s volitelnymi konstantami
c1,¢0,¢3): T =1¢1(2,1,0,0, 0) + c2(3,0,5,1, 0) + ¢3(7,0,12,0,1).

Zbyva charakterizovat obecné feseni libovolné nehomogenni soustavy.

Véta 2. Necht je zadana nehomogenni soustava rovnic a je zndmo jedno jeji feSeni — vektor
i, a dale oznacime P prostor vSech feSeni piislusné homogenni soustavy.

Vsechna feSeni nehomogenni soustavy tvori tzv. linedrni mnoZinu 7 + P, coz je mnoZina
vSech vektort tvaru 7 + p, kde p'€ P. Jestlize dimP =k > 0 a bl, b je baze prostoru P,
pak obecné feSeni nehomogenni soustavy ma tvar (s volitelnymi konstantami c;, . .., cx):

=ﬁ+0161+6262+..-+0kgk

ReSeny piiklad 5.3.2. Najdéte obecné feseni demonstraéni nehomogenni soustavy.

Reseni. Za¢neme Gaussovou eliminaci na nehomogenni soustavé:

1-2-125(8) 13 1-2-1 2 5| 8 13
3—-6-213|2 1 ~{0 0 1-5-12|-22| -38 ~
-2 4 112|6| 12 0 0-1 5 12| 22 38

2 5 8 13
—-12|-22 | —-38 ~ l

bt
0o o o 0 0 0 1-5-12|-22| —38

1-2-1 2 5] 8] 13

1 — 2Ty — I3 + 224 + Dz5 = 8

Dospéli jsme k nehomogenni soustavé: T — 524 — 1225 = —22

Nejdfive je tfeba sestavit bazi 51, 52, by prostoru vSech reSeni piislusné soustavy homogenni, jak
jsme to jiz provedli v pfedchozim feSeném piikladu (pro tento ucel nahradime pravé strany obou
rovnic nulami).
K ziskani vektoru 7 je jiz obratime k vysledné nehomogenni soustavé — protoZe potfebujeme
jen jedno jeji feSeni, miZeme si napft. zvolit hodnoty vSech nezdkladnich nezndmych nulové, tj.
= (7,0,7,0,0). Snadno dopoéteme nejdiive z druhé rovnice z3 = —22 a pak z prvni rovnice
z1 = —14 a mame 1 = (—14,0,—22,0,0).
Obecné tfeseni zadané demonstralni soustavy je (s volitelnymi konstantami c;, ¢, c3):

= (—14,0,-22,0,0,0) + ¢1(2,1,0,0,0) + ¢2(3,0,5,1,0) + ¢3(7,0,12,0,1).
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ResSeny piiklad 5.3.3. Charakterizujte (i geometricky) mnoZinu vsech feseni soustavy 2 rovnic
T — 3y =—6

0 neznamych z,y 97 4 6y =12 °

Reseni. Soustavu zpracujeme Gaussovou eliminaci:

1-3/-6] -8 [1-3]-6] —8
{—2 6 12] 16~ [0 0’ 0} o ~ [1-3]-6] -8

Dospéli jsme k jediné rovnici o dvou nezndmych z — 3y = —6 a prislusné k ni homogenni x — 3y = 0.

Prostor P v8ech feSeni homog. soustavy méa dimenzi
jedna, jeho bazi tvoii vektor (3,1), ktery ziskdme
volbou nezdkladni neznidmé y = 1. Obecné rfeSeni
soustavy homogenni je (z,y) = ¢(3,1) = (3c¢,c).
Jde o primku prochazejici podatkem o paramerickych
rovnicich z = 3¢, y = ¢ (viz obrazek).

Pro nehomogenni soustavu ziskdme volbou y = 0 jedno feSeni 7i = (—6,0). Obecné feSeni zadané
nehomogenni soustavy je linedrni mnozina L tvofend vektory (z,y) = (—6,0)+¢(3,1) = (3¢ —6,¢).

T

Jde o pfimku neprochézejici po¢atkem o parametrickych rovnicich z = 3¢ — 6, y = ¢ (viz obrazek).

ULOHY K RESENI

1. U zadanych homogennich soustav rovnic o 3 neznamych (dlohy (a), (b), (c), (d)) a dale
o 4 nezndamych ((e), (f)) urete dimenzi prostoru vsech feseni

.'131+.’L‘2 =0 I + $3:0
(a) 1 +z3=0 (b) 2z1 + 22+ 223=10
z9 +23=0 z1 + 22+ 23=20
T + 2 =0 r; + 23=0
(C) T +x23=0 (d) 227 4+ 2x3=0
_ z+ y+22—- t=0
(e) NS P () Az 2=0
y B T+ y+ z+ =0

22 — 2u=
o 2z - 2u=0 T+ y+32+-3t=0

2. U homogennich soustav rovnic z predchozi tlohy, které maji netrivialni feSeni, najdéte bazi

prostoru vSech reseni a napiste predpis pro obecné feseni.

3. U zadanych nehomogennich soustav rovnic charakterizujte mnozinu vsech jejich feSeni zada-
nych soustav (o tfech, étyfech, tfech a péti) a napiste pfedpis pro obecné feseni.

Ty + 9 + 3x3= 1 z 4+ 3y — 2z + u= 10
(a) 1 + z3= 2 (b) 2z + by — 3z + 3u= 0
221 + xo + 4x3= 3 T + 2z — 2u= 1
T + 2y — 5% + u + v= -2
1 + x3= -2
(c) d) 3z + y — 42 + 6u + 20= -2
2 2r3 =
T1 + x9 + 273 7 y + 3z — 4du = 1
4. U zadanych soustav rovnic o dvou neznamych zndzornéte graficky mnoZinu vSech feseni
2z + 4y =6 zT—-y= 7
(a) T+ 2y =3 ()—x+y=—7
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APLIKACE

(A) Béze ortogondlniho doplitku. Je-li S : §,8,,...,5; soubor vektort, pak ziejmé
Z € St pravé kdyZ pro kazdé i plati §; - © = 0. To vede na vyFeSeni homogenni soustavy
rovnic.

Reseny aplikaéni piiklad 5.3.1. Najdéte bazi prostoru S+, kde S : (1,2,3,4),(1,3,7,13).

1 + 2z9 + 323 + 4x4 =0

z1 + 329 + T3 + 1324 =0

[12340

Reseni. Resime homogenni soustavu

1 2 3 4|0

1 3 7 1310
Béze prostoru viech feseni: by = (?,7,1,0), by = (?,7,0,1). Po jednoduchych vypoétech dostavame
bézi prostoru S* : (5, —4,1,0), (14,-9,0,1).

01 4 90 Soustava je vyfeSena vzhledem k z1, x5.

(B) Rozhodovaci tlohy s volnosti.

Reseny aplikaéni piiklad 5.3.2. Celkovd investice 2 mil. K& m4a byt rozdélena na 3 &4sti, z nichz
kazd4 bude investovana s rozdilnou roéni vynosnosti, totiz 10%, 8% a 7%. Jak to provést, aby byl
celkovy vynos za rok 160 tisic K¢?

Reseni. Oznadime z1,z2, 73 vySe jednotlivych investic (v mil. K&). Podminky tlohy vedou na
T + Ty + T3 = 2

0.10z; + 0.08z2 + 0.07z3 = 0.16 "

2 11 1)2 . 1+ 22+ 3 =2

0.16 01152 ’ Ty + 1.5z3 = 2

soustavu 2 rovnic o 3 nezndmych (vSe v mil. K&):

1 1 1
0.1 0.08 0.07

Béazi prostoru vsech feSeni prislu§né homogenni soustavy tvori vektor b= (0.5, —1.5, 1); soustavu
nehomogenni fesi vektor 77 = (0,2,0) (oba vektory jsme ziskali standardnim postupem).

Obecné fesen{ tlohy: £ = i+ ¢ - b = (0.5¢, 2 — 1.5¢, ¢). Volbou ¢ dostaviame riizna feSeni tvaru
z1 = 0.5¢, 29 = 2—1.5¢, 3 = ¢; proc =1 je to redlné pouZitelné feSeni z; = 0.5, o = 0.5, z3 = 1;
pro ¢ = 2 dostaneme reilné nepouzitelné feseni 1 =1, 29 = —1, 3 = 2.

Dalsi Gvahy a koneéné rozhodnuti budou souviset napt. s rizikovosti jednotlivych typt investic.

APLIKACNI ULOHY K RESENI

1. Pro zadany soubor vektorit S najdéte bazi prostoru S+

(a) S$:(0,1,2,3,1) (b) §:(0,1,2),(0,1,1)
(c) §:(0,1,2,0),(1,0,1,1) (d) §:(0,1,2,1),(1,0,1,1),(1,1,1,1),(0,1,0,0)
(e) S:(-10,2),(20,—4) (f) §:(0,0,-1,-2,0),(0,0,-1,1,0)
2. V feSeném aplik. piikladu 5.3.2. uvazte pripad investice 4 mil., z niz chceme ro¢ni vynos 300
tisic.

3. V umélecké slévarné vyrabéji 3 druhy ozdobnych miiZi s nasledujicimi ndklady (vSechny udaje
v hodinach prace):
Mriz A: odlévani 30, kompletace 10, Miiz B: odl. 10, kom. 10  Mfiz C: odl. 10, kom. 30.
Naplanujte tydenni vyrobu (po¢ty kust jednotlivych druhti) pro tydenni kapacitu
(a) odlévani 350, kompletace 150, (b) odlévani 400, kompletace 200.

4. Zasilka Cerveného kiize bude dodana na misto urceni letecky. Je k dispozici nakladni prostor
o objemu 150 kubickych metrii a povolend vaha zasilky je pfitom 18 tisic kg. Jaké slozeni
zasilky (tj. pocéty kontejnerti jednotlivych druhii) navrhujete, jestlize se sklada z krevnich
konzerv (1 kontejner m4 objem 0.5 m® a vahu 70 kg), zdravotnich bali¢ki (1 kontejner ma
objem 0.8 m? a vahu 40 kg), potravinovych balitki (1 kontejner m4 objem 0.2 m? a védhu
20 kg) a pitné vody (1 kontejner mé objem 0.15 m® a vahu 40 kg)?
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5.3. Homogenni a nehomogenni soustavy KAPITOLA 5
KREATIVNI ULOHY KE KAPITOLE 5

1. Jak by vypadala soustava 1 rovnice o 2 neznamych, kterd nespliiuje Frobeniovu podminku?

2. NapiSte soustavu rovnic o neznamych z1, z9, x3 takovou, Ze jedno jeji fesSeni je 1 = 1,
zo = 2,23 = 3 a pfitom (a) je to jediné mozné feseni, (b) neni to jediné mozné feSeni.

3. V aplikaé¢ni tloze 1. najdéte ortogonalni baze zkoumanych prostort St (al. (a) az (f)).

4.* In a laboratory experiment, rats are to be fed 5 packets of food containing a total 80 units
of vitamin E. There are four different brands of food packets that can be used. A packet of
brand A contains 5 units of vitamin E, a packet of brand B contains 10 units of vitamin E, a

packet of brand C' contains 15 units of vitamin E, and a packet of brand D contains 15 units
of vitamin E. How many packets of each brand should be mixed and fed to the rats?

5. A dietarian in a hospital is to arrange a special diet composed of two basic foods. The diet
is to include exactly 340 units of calcium, 180 units of iron, and 220 units of vitamin A. The
number of units per ounce of each special ingredient for each of the foods is:

Food A: Calcium 30, Iron 10, Vitamin A 10, Food B: Calc. 20, Iron 20, Vit. A 20.

KONTROLNI OTAZKY KE KAPITOLE 5

1. Vytvorte soustavu rovnic, kterd nespliiuje Frobeniovu podminku.

2. Kolik feSeni ma zadana soustava, jestlize je fesitelnd Cramerovym pravidlem?
3. Kdy je soustava obsahujici jednu rovnici regularni?
4

. Kolik feSeni muze mit soustava m rovnic o n nezndmych pro pfipad
(a)m=2,n=3 (b)ym=3,n=2 (¢)m=3,n=3 (d)m=330,n=23347

5. Napiste soustavu 2 rovnic o 2 neznamych, kterd

(a) je regularni a je homogenni{ b) neni reguldrni a je homogenni
c

()
()
(

g) mé jediné feSeni z = 111,y = 3

je reguldrni a neni homogenni (d) neni ani reguldrni ani homogenn{
neni fesitelnd Cramerovym pravidlem (f) nem4 feSeni

h) m4 nekoneéné mnoho reseni

6. Napiste homogenni soustavu takovou, ze vektor (1,2,1) je bézi prostoru vSech FeSeni této
soustavy.
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KAPITOLA 5 5.3. Homogenni a nehomogenni soustavy

TERMINOLOGICKY SLOVNICEK KE KAPITOLE 5

soustava m rovnic o n neznamych (m x n) [m by n] system of equations
matice soustavy coeflicient matrix

rozsifend matice soustavy augmented matrix

mnozina feSeni solution set

jediné reseni unique solution

nekoneéné mnoho Feseni infinitely many solutions

zadné reseni no solution

rovnice nemaji spoleéné reseni the system is inconsistent
elimina¢ni postup elimination procedure
Gaussova eliminace gaussian elimination
ekvivalentni soustavy equivalent systems

obecné feseni generalized form of the solution
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Kapitola 6
Od pojmu relace k pojmu funkce

Vyklad Sesté kapitoly smétruje od obecného abstraktniho pojmu
relace, pfes pojem zobrazeni az k zavedeni funkci. Prvni ¢ast je
i exkurzem do tzv. diskrétni matematiky. Uvod do problematiky
funkci pfedznamendva jejich podrobné zkoumani (matematickou
analyzu) v druhém dilu skript. Obsah kapitoly:

a

d

binarni relace mezi mnozinami a zdkladni operace s nimi
nékteré specialni relace na mnoziné

moznosti aplikace aparatu relaci do nejriznéjsich oboru lidské
¢innosti véetné vytvareni relacnich datovych struktur

definice zobrazeni a vymezeni jeho zakladnich typt
specializovand zobrazeni se uplatni v nejriznéjsich oblastech
readlna funkce a jeji graf

zékladni vlastnosti redlnych funkci; operace s funkcemi

technika urcéovani defini¢nich oboru a konstrukce inverznich
funkci

prehled nejzakladnéjsich uzivanych funkci a nékterych jejich
vlastnosti
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KAPITOLA 6 6.1. Relace

6.1. Relace

Definice. Kartézskym soucinem dvou mnozin A, B nazyvame mnozinu vSech uspofadanych
dvojic [z,y], kde z € A a y € B a zapisujeme: A x B = {[z,y];z € A A y € B}

Poznamka: [x,y] jsou tzv. usporidané dvojice, ve kterych zalezi na pofadi prvkd, tj. napf.
[1,8] # [8,1].

Analogicky bychom definovali kartézsky soucin n neprazdnych mnozin A;, Ag, Az, ..., A, jako
Al X Ag x Ag X ... x A, = {[1‘1,1‘2,173,...,{8”];1‘1 € ANz € Ag A3 € A3AN... N2y, € An}

Uzivame té7 znadeni A x A = A%, Ax A x A= A3 a podobné.

Priklady.

Pro mnoziny My = {1,2,3,4}, My ={2,3,4} bude M; x M, =
{11,2], [1,3), [1,4), [2,2], 2,3, 2,41, 3, 2], [3, 3], 3,41, [4,2], 4, 3], [4,4]}.
Kartézskym souc¢inem dvou diskrétnich mnozin (obrazek) je opét dis-
krétn{ mnozina (tj. mnoZzina izolovanych boda). MnoZina M; x My
ma tedy 4 -3 = 12 prvka. 0

N W s
.

I = (2,4), I, = (1,3), I = I; x I. Kartézskym souc¢inem dvou souvis-
lIych mnoZin (intervald) je opét souvisld mnozina (obrazek). Intervaly
I, I5 jsou zprava oteviené, mnozina I tedy neobsahuje hranice pri-
slusné krajnim hodnotdm ptivodnich intervald.

— N W e

o 23 4z

Definice. (Bindrni) relaci z mnoziny A do mnoziny B nazyvame kazdou podmnozinu o
kartézského souéinu A X B a oznalujeme ¢ : A — B. MnoZinu A nazyvame definicnim
oborem této relace a mnozinu B oborem hodnot.

Pfi rznych pfilezitostech se uziva téZ znadeni o = {[z,y] € A x B;[z,y] € 0} nebo
o={[z,y] € A x B;V(x,y)}, ¢ zoy, coz znamend: ,prvek x je v relaci o s prvkem y*.
Relace mizZe byt urfena mj. i graficky (kartézsky graf, uzlovy graf, Sachovnicovy graf atd.)
Ke kazdé relaci o sestavujeme matici sousednosti A, majici za prvky pouze ¢&isla 0 nebo
1. Jeji fadky zna¢ime pomoci prvki def. oboru (ve zvoleném potradi daném jejich vyétem)
a sloupce pomoci prvkd oboru hodnot (opét v pevném pofadi) a plati:

a;=1,kdyz [i,j]€o a a; =0, kdyz [i,j] ¢ 0.

Ukazka:
Pro A ={1,2,3,4,5,6,7},B = {a,b,c,d} 1 O<o a [1100]
definujeme ukdzkovou relaci 0 : A — B 2 o 0000
jako o = {[L,a],[1,8],[3,c),[5,¢,[5,d]}. 3 o ° b 0010
Jeji uzlovy graf znazorfiuje obrazek, 4 ° \ o ¢ A, =10000
v ném? jsou jednotlivé usporddané dvojice 2 Z < 0011
reprezentovany Sipkami. 7 o o d 0000
10000 ]

Poznamka. Podobné jako bindrni relaci mizeme definovat relaci undrni (na jedné mno-

ziné) ¢i obecné n-ndrni relaci, tedy jakoukoliv podmnozinu kartézského soufinu mnoZin
Ay X Ay X Az ... X A,.
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6.1. Relace KAPITOLA 6

Véta (o pocitani). Jestlize kone¢né mnoziny A, B maji p, ¢ prvki, pak
(a) Kartézsky soucin A x B ma p - g prvkd,
(b) pocet vsech relaci z A do B je 277,

(c) poCet vSech relaci z A do B majicich pravé k dvojic (,Sipek“) je (”,’f)
Dukaz. Stacéi si uvédomit, Ze plati: pokud ma mnozina n prvki, pak ma 2" podmnozin, a pocet
jejich podmnozin velikosti k je (}). Tento poznatek se pouzije na mnozinu A x B majici p - ¢ prvki

(8ipek) a z nich se vybira.

Reseny ptiklad 6.1.1. Pro mnoZiny A, B z ukizky urcete pocet viech relaci z A do B a zjistéte,
kolik z nich (v %) mé 4 prvky (tj. Sipky).

Reseni. Kartézsky soudin A x B md 7 -4 = 28 prvki. Tedy podet vSech relaci z A do B je
228 = 268435456, z toho podet téch, které maji 4 sipky je (248) = 20475, tj. asi 0.00763%.

Nyni predstavime tfi zakladni operace s relacemi. Jde o tkony jednoduché, majici vSak velky
obecny vyznam v matematice.

Definice. Méjme relaci 0 : A — B arelacip: B — C.

e Jsou-li mnoziny A,, B; takové, ze A, C A, By C B pak restrikci relace ¢ na mnoziny
Ay, B; rozumime relaci 0|4, g, : A1 — By, do niZ patii jen ty dvojice [z, y], které patfily do
pavodni relace o a zaroven z € A;,y € B;.

e Inverzni relaci k relaci o rozumime relaci 07! : B — A, kde je 071 = {[y, z]; [z,y] € 7}

e SloZenim relaci o a p (v tomto pofadi) minime relaci z A do C tvofenou vSemi dvojicemi
[z,2] € A x C, k nimZ existuje aspon jeden prvek y € B takovy, Ze [z,y] € o a zdroven
[y, z] € 0. Tuto sloZenou relaci zapisujeme po o (v opa¢ném poradi nezZ je obvyklé).

Poznamka. Pfi restrikci omezujeme (restringujeme) definiéni obor a obor hodnot, a Sipky se
ynaindukuji“ z ptvodni relace. Extrémni restrikce jsou na jedné strané takové, ze A1 = A a
B; = B (pak vznikne pfimo pivodni relace), na druhé strané takové, ze A; = 0 a By = () (pak
vznikne prazdnd relace).

Pfi inverzi se vyméni role def. oboru a oboru hodnot a Sipky se ,,otoci“.

Pri skladéni je dilezité poradi, v némz se provadi. Pri této operaci se ,slepi“ kazda dvojice Sipek,
které na sebe ,navazuji“. Divod uzivani zapisu ,pozpatku® vysvétlime v pristi podkapitole.

Ukéazky.

Pro ukézkovou relaci o zvolme A; = {1,2,3}, B = {a,b,¢c}, ola,,B, = {[1,a],[1,b],[3, ]}
(prohlédnéte si ptivodni obrazek!). Pocet vSech takovych resrikei je uréen poétem podmnozin
def. oboru a poétem podmnozin oboru hodnot — v nafem p¥ipadé je to 27 - 24 = 2048

Inverze uk4zkové relace je 0=1 = {[a, 1], b, 1],[c, 3], [c, 5], [d, 5]}

Je-li jesté o : {a,b,c,d} — {u,v}, pFiCemz p = {[b,u],[c, u],[c,v]}, pak po ,slepeni* Sipek
dostaneme poo:{1,2,3,4,5,6,7} — {u,v}, kde poo = {[1,u],[3,u], [3,v],[5, u], [5,v]}

(viz obrazek ukazujici jak provést ,slepovani“):

O U LW
© 0o 0o 0 0 0 ©

Tedy ,slepenim*“ Sipek [1,b] a [b,u] vznikne Sipka [1,u] a podobné.

Upozornéme jesté, zZe sloZeni o o p (tj. v opacném poradi) nelze viibec provést.
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KAPITOLA 6 6.1. Relace

Specidlnimi a velmi frekventovanymi jsou relace na jedné mnoziné.

Definice (vlastnosti relaci na mnozing). Rekneme, 7e relace o je relaci na mnoziné A, jestlize
defini¢ni obor i obor hodnot relace ¢ je mnozina A. Relace ¢ na mnoziné A je

reflexivni pravé kdyz Vz € A : [z,2] € 0,

symetrickd pravé kdyz Vz,y € A : [z,y] € 0 = [y, 2] € 7;

antisymetrickd — pravé kdyz Vz,y € A: [z,yl € o A[y,z] €0 =z =1y

tranzitivni pravé kdyz Vz,y,z € A: [z,y] € o A|y,2] € 0 = [z,2] € 0;
ekvivalence pravé kdyz (o je reflexivni) A (o je symetrickd) A (o je tranzitivni)
castecné pravé kdyz (o je reflexivni) A(o je antisymetrickd) A(o je tranzitivni)
usporddani

Ukazka. Pro relaci 7 = {[a, b], [a, al, [b, a], [b,b],[b, c], [¢, ], [d,d], } na M = {a,b,c,d} provéfime
reflexivitu, symetrii, tranzitivitu, a tuto relaci zobrazime uzlovym a kartézskym grafem.

Relace je reflexivni, nebot obsahuje vSechny

dvojice tvaru [z,z]. Neni symetrickd, nebot 9. (L d ¢
obsahuje dvojici [b,c], ale ne dvojici [c,b). (2} (5) ¢ oo
Neni ovSem ani antisymetrickd, nebot obsa- b o

huje jak dvojici [a, b], tak dvojici [b, a]. Relace ® a oo

neni ani tranzitivni, nebot obsahuje dvojice % e ——
[a, b], [b, c], ale ne dvojici [a, c]. a b ¢ d

Priklady symetrickych relaci:

(a) Rovnobéznost pfimek: p || ¢ = ¢ | p

(b) Soudélnost celych ¢isel: z je soudélné s y = y je soudélné s
Priklady antisymetrickych relaci:

(a) Délitelnost celych &isel: jestlize y | z a zdroven z | y, pak nutné z = y.

(b) Neostra nerovnost redlnych ¢isel: jestlize z < y a zaroven y < z, pak nutné z = y.

Priklady tranzitivnich relaci:

(a) Délitelnost celych Cisel: Vo,y,z € Z:z |y Ay|z = x|z
(b) Shodnost a podobnost geometrickych Gtvart: Uy X Uy A Uy 2 Us = U; 2 Us

Priklady ekvivalenci: Piiklady ¢asteénych usporadani:
(a) RovnobéZnost pfimek v roviné (a) Délitelnost celych ¢isel
(b) Rovnost zlomku (b) Inkluze mezi mnoZinami

Reseny piikad 6.1.2. (1) Urdete pocet vSech relaci na mnozing M = {a, b, c, d}.
Dale uvazte na mnoziné M nasledujici 4 relace:

o1 = {[a,al,[b,b], ¢, c],[d, d], [a, b, [b,al,[c,d], [d,c]} o2 ={[a,b],[b,c],[c,d],[da]},

o3 = {la,a], [b,b], [¢, ], [d, d], a,b], [a, ], [b, ]} o4 ={[a,], b, al, ¢, d], [d, ]},
(2) Méte zjistit, které z danych relaci jsou reflexivni, symetrické, antisymetrické, tranzitivni, ekvi-
valence, ¢asteCné usporadani.
(3) Mate zjistit, pro které z téchto relaci plati o; o o; = oy; dale provérte, zda g9 0 03 = 03 0 09.
Reseni. (1) Z dané mnoziny lze vytvofit tolik relaci, kolik réiznych podmno#in kartézského souéinu

M x M lze vytvofit z jeho prvki (16). Podet viech podmnozin 16-ti prvkové mnoziny je 2'6 (véetnd
prazdné mnoziny a mnoziny M x M), tj. celkem 65536.
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6.1. Relace KAPITOLA 6

(2) JestliZe si nakreslime uzlové grafy jednotlivych relaci, snadno zjistime, ze dané relace maji podle

definice tyto vlastnosti:

01,03...reflexivni, o1, 04...8ymetrické, o9,03...antisymetrické, o1, 03...tranzitivni,
1..-ekvivalence oj...¢asteéné usporadani

(3) Pro skladani je vhodné pouzit techniku, kterou jsme ukédzali p¥i skladani relaci o a p. Zjistime,
ze plati 01 o 01 = 01, 03003 = 03, a déle, Ze 03 0 09 # 09 0 73, nebot je 03009 =

= {[a,8],[a, ], [b, d]; [c, d], d, al, [, d], [d, ]}, ale o3 0 03 = {[a,b],[a, c]; [a,d], [, c], [b,d], [c,d], [d, a]}

Reseny priklad 6.1.3. Zadanarelace 0 = {[z,y] E R x R:4z+y =6 A 22° —zy+9y? = 2+ 3}.
Najdéte jeji prvky a utvorme relaci k ni inverzni.

ReSeni. Upravime vyrokovou formu charakterizujici danou relaci:

(dz+y=6)A (222 —zy +y°> =z +3) S (y=6—-4n)A (22 —zy+ 1y’ =z +3) &
& (y = 6—41)A[22° — (6 —4z)z+(6—42)? = 2+3] & (y=6—42) A (222 - 52+ 3 =0) &
Gy=6-42)Al(z=3)V(z=1)] & Y=0A(z=3)Vy=2A(z=1)

D%mhﬁmea:{gJﬂJLﬂ} zumomw@ze54={ﬁxﬂ,@1n

ULOHY K RESENI

1. Urlete pocet relaci z mnoziny {1,2} do mnoziny {a,b} a v8echny je nakreslete.
2. Nakreslete vechny relace z mnoziny {1,2} do mnoziny {a, b, c} majici 2 prvky (tj. Sipky).

3. Ddno A={1,2}, B={a,b,c},arelacea: A— B, §: B— B, v: B— A, kde
a = {[1’0‘]’ [17b]’ [270]}7 B = {[aaa]’ [C, C], [a7b]’ [bv a]}v Y= {[aa 1]’ [a7 2]’ [b7 2]7 [C’ 1]}
(a) Sestavte matice sousednosti viech téchto relaci a jejich relaci inverznich.
(b) Ktera z danych relaci ma nejvyssi poéet moznych restrikei?

(c) Pokuste se sloZit tyto t¥i relace ve v8ech moZnych potadich (teoreticky je 6 moznosti).

4. Kartézskym grafem znazornéte relace:

(a) o={[z,y) eRxR: (z=2) A (1 <y < 4)}

(b) o= {[z,y] ERxR: (-1 <z <3)A(y=—4)}
(c)o={[z,y) eRxR:(z=2)A(ly[>2)}

(d) o ={z,y) eERxR: (0<y<1z)}

(e) o ={[z,y] ERxR:(z=9y)A (-1 <y <4)}

5. Urcete prvky nésledujicich relaci:
(a) o ={[r,y) ERx R : (22 + 92 =9) A (2 — 3y = 12)};
(b) o ={[z,y] e RxR: (z +y* =T7) A(zy® = 12)};
(©o={lzy) €ZxZ: (2 ~ay+y* =T A(z~-y =1}

6. Najdéte inverzni relace k relaci
(a) o= {[z,y] e RxR: (z+y=8)A(zy =15)};
b)o={zr,y) eRxR:(x? -4+ T-y=0A(z+y=T}
(c)o={[z,y) eRxR: ( ~Jc+y)/\(2”5 —2x—3y)},
(
(

d) o ={[z,y) e RxR: (22 +¢y* =2B5) A (z? —y? = T)};
e)o={lz,y) e RxR: (2% +zy =y’ +32) A (z+y =2)};
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7. Nakreslete uzlovy graf relace o = {[a, |, [b, €], [b, ¢}, [¢, al, [d, ], [e, al, [e, b], [e, d], [e, €]} na mno-
ziné {a,b,c,d, e} a zjistéte, jaké vlastnosti mé tato relace.

Déle sestavte relace 07!, goo, cocooao.

8. Utvofte slozené relace 05001 a 01009, kde 01 = {[z,y] e N X N : (z+y = 5)A (22 —y? = 5)};
oy ={[z,y) ENXxN:[(z2 +9y? =2zy +4 A (y=6—12)}

9. Graficky zndzornéte relace
(a) o ={[z,y) eRxR:y+2 =11}

M o={[z,y) eRxR:(z>0)A(y—2?=0)}

(c)o={[z,yyeRxR:z -y=18}

(@) o ={fmy] ERxR:(1<z<4)A(3<y<6))

() M ={-12,-11,...,11,12}; o = {[z,y] e M X M : (z | y) A (z # y)

10.Zjistéte, které z danych relaci jsou reflexivni, symetrické ¢i tranzitivni:
(a) ,Clovék z je otcem &lovéka y“ (d) o={[z,y) e NxN:z |y}
(b) ,Zvife z je potravou zvirete y“ () o ={[z,y) eRxR: (z+y)(z—y) =0}
(c) ,D&j z se odehravd pred d&jem y“ (f) o = {[z,y] e R x R: (z + 2y)(2z + y) = 0}

UVAHY O MOZNOSTECH APLIKACT

(1) Doprava. Relaci lze vyuzit pfi feSeni riznych dopravnich problémi, nap¥. méame-li na
jisté dopravni trase tvaru lomené ¢ary tii obce a, b, c. Jedna z nich musi leZzet mezi ostatnimi
(napf. obec a lezi mezi obcemi b,c). Vztah jobec lezi mezi obcemi® miZzeme chapat jako
relaci mezi tfemi prvky (tj. terndrni relaci) a znacit ji M (b, a,c). Tato relace ma dokonce
jednu zajimavou (ne pfili§ Casto se vyskytujici) vlastnost. Touto vlastnosti je skutecnost, ze
piipousti zdiménu krajnich ¢lend vztahu, tj. jestlize plati M (b, a,c), pak plati i M(c, a,b).

(2) Knihovna. Setfidovani knih do katalogii, napf. podle autort ¢i pfedmétového zaméfeni
miZzeme chipat jako relaci mezi mnozinou knih a mnozinou polozek toho kterého katalogu.
Jako relaci lze chépat i vlastnost knih v knihovné, kterou bychom mohli popsat vztahem
»mit stejny format®.

(3) Hodnoceni kvality vyrobkua. Vztah ,mit stejnou kvalitu® je také relace.

(4) Marketing trhu. Pfi priizkumu vztahu vybraného vzorku zdkaznikd k jednotlivym
druhim vyrobkil je vysledkem relaéni struktura slouzici k dalsimu rozhodovani vyrobce
a chovani prodejce na trhu.

(5) Biologie. Relace je i vztah ,patfit ke stejnému rostlinnému & Zivocisnému druhu®,
podle kterého muzZeme hodnotit jednotlivé jedince ¢i spolecenstva organismi.

(6) Sociologie, psychologie. Vztahy mezi lidmi (byt matkou - na mnoZiné obyvatel, byt
kamaradem - na mnoziné zak atd.) lze popisovat jako relace. Specidlné pfi priizkumu vztahii
mezi lidmi v malych kolektivech (napf. na pracovisti) lze zkoumat takové vztahy jako je napft.
sympatie (v praxi nemusi byt tento vztah ani symetricky ani tranzitivni.

(7) Geometrie. Relaci je i vztah mezi orientovanymi tsetkami. Dvé orientované isecky jsou
spolu v relaci, jestlize jsou stejné velké, mayji stejny smér (toto je klasickd definice rovnosti
dvou geometrickych (vdzanych) vektori).

(*) Zamyslete se sami nad tim, jaké vlastnosti uvedené relace maji. V kterych p¥ipadech se
jedné o relaci ekvivalence?
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6.2. Zobrazeni KAPITOLA 6

6.2. Zobrazeni

Definice. Necht X,Y jsou neprazdné mnoziny. Relaci f : X — Y nazveme zobrazenim,
jestliZe ke kazdému z € X existuje pravé jedno y € Y tak, ze [z,y] € f. Je-li [z,y] € f, pak
slozku z nazyvame vzorem a slozku y obrazem a uzivame zapis y = f(x), ktery éteme ,y je
obrazem x p¥i zobrazeni f“.

Defini¢n{ obor zobrazeni f znalime téz D(f), obor hodnot zna¢ime H(f). Je-li X; podmno-
zina definiéniho oboru, pak jejim obrazem pfi f nazyvdme mnozinu obrazi vSech prvki z X,
kterou znac¢ime f(X;).

Tento pojem precizuje predstavu jednoznac¢ného prifazeni — kazdému prvku defini¢niho oboru
je pfifazen jediny prvek oboru hodnot; pfitom ov§em réizné vzory mohou mit stejné ob-
razy. Jako ukizku uvazte praktickou situaci, kdy kazdému ¢lovéku je jednoznaéné pfirazena
krevni skupina.

Pfipomenme, Ze nékdy se pracuje se zobrazenim i v tom smyslu, ze nékteré prvky defini¢niho
oboru nemuseji mit obrazy. My se budeme striktné drzet zde uvedené definice.

Vé&ta (o poctu zobrazeni). Jsou-li X,Y koneéné neprazdné mnoziny, které maji p, q prvki,
potom pocet vSech zobrazeni z X do Y je ¢”.
Dikaz. Zvolme pevné zadani mnoziny X vyétem prvki. Pak staci libovolné zobrazeni po-
psat vyétem obraz téchto prvki. Potfebujeme tedy urcit pocet vSech moznych usporadanych
p-tic majicich na kazdém misté libovolny prvek mnoziny Y. Jednd se tedy o kartézsky soucin
Y xY x...xY (celkem p-krat), jehoz velikost je ¢-g-... g = ¢P.

Reseny piiklad 6.2.1. Uréete nejdfive podet vech zobrazeni z mnoziny X = {a,b, ¢} do mnoziny
Y = {1,2} a pak je znazornéte graficky.

ReZeni. Podle véty o poétu zobrazeni je celkovy pocet roven 23 = 8. Néasledujici tabulka dava
jejich prehled:

a a a a

o— 1 | —_ 1 1
bo”"’__—-—-_>O z><0 b o—— %
¢ o— 29 2 | ¢ o—72 2

O O
[¢)

2 | ¢

o~
o

o~
o

\
J

Reseny piiklad a tvaha v dikazu véty o poétu zobrazeni naznaéily, Ze neni problém
s popisem zobrazeni mezi koneénymi mnozinami. Napf. v pravé uvedeném reSeném prikladu
postaci nacrtek uzlového grafu, kde z kazdého prvku def. oboru musi vést pravé 1 Sipka.
U nekonecného defini¢niho oboru je ovsem tfeba pouzit k popisu zobrazeni jinych prostfedki.
Casty byva tzv. ezplicitni zapis davajici pfimo navod k ziskani obrazu, znadme-li vzor. Napt.
predpis f : y = z? dava jasny ndvod jak ,vyrobit“ ke kazdému redlnému ¢&islu jeho obraz
(druhou mocninu). UZijeme téZ znaleni f: =+ z2.
Pri implicitnim zépisu je zaddna podminka konfrontujici vzory a obrazy. Napr. podminka
G(z,y) = 3z —4y+2 = 0 je splnéna pro dvojici [10, 8]; to znamen4, Ze pii takovém zobrazeni
bude obraz prvku x = 10 roven prvku y = 8.

Nyni se zaméiime na nékteré specialni druhy zobrazeni.

89



KAPITOLA 6 6.2. Zobrazeni

Definice. Zobrazeni f : X — Y nazyvame
mjekct (prostym zobrazenim) pravé tehdy, kdyz mé tuto vlastnost: ,kazdy prvek oboru
hodnot mé nejvyse jeden vzor“; v uzlovém grafu injekce vede z kazdého prvku
defini¢niho oboru jedna Sipka a zadné dvé se ,nesejdou” ve stejném obrazu;

surjekci  (zobrazenim na), jestlize spliuje tuto vlastnost: ,kazdy prvek oboru hodnot mé
alespon jeden vzor“; v uzlovém grafu surjekce vedou Sipky ke vSem prvkim mno-
ziny Y, tj. f(X)=Y;

bijekct (vzdjemné jednoznacéngm zobrazenim), jestlize je zaroven injekci a surjekei, tj.
ykazdy prvek def. oboru mé pravé jeden obraz a kazdy prvek oboru hodnot ma
pravé jeden vzor®; v uzlovém grafu vzajemné jednoznac¢ného zobrazeni z kazdého
vzoru vede praveé jedna Sipka a v kazdém obraze kon¢i pravé jedna Sipka;

konstantou jestlize f(X) je jednoprvkova mnozina. V uzlovém grafu tedy vSechny $ipky konci
ve stejném bodé.

Ukazky. Vratime se k prvnimu feSenému prikladu. Na obrazku jsme tam znazornili vSechna
zobrazeni z 3-prvkové do 2-prvkové mnoziny. Z nich posledni dvé (vpravo dole) jsou konstanty,
ostatnich 6 jsou surjekce, Zddna z nich neni injekce ani bijekce.

Reseny priklad 6.2.2. Znazornéte vSechny injekce z mnoziny {1,2} do mnoZiny {a,b,c}.

Reseni. Vsechny moznosti ukazuje nasledujici obrazek. Jsou to vlastné viechna zobrazeni (téch je
32 = 9) s vyjimkou 3 konstant (konstanta na a, konstanta na b, konstanta na c).

a a a oa a oa
2001, i e "l Ob2><ob
oc o\»oc o\'Aoc oc

ocC O C

Poznamka. Jak se projevi vlastnosti zobrazeni na jejich matici sousednosti? Je-li relace zobra-
zenim, mé v kazdém fadku prévé jednu jednicku (kazdy vzor méa jeden obraz). Injekce nemd v
7zadném sloupci vice jednicek, surjekce musi mit v kazdém sloupci aspon jednu jednicku. Bijekce
ma ¢tvercovou matici a v kazdém sloupci i kazdém fadku je pravé jedna jednicka.

Véta (o poctech dle typt zobrazeni). Pro neprazdné mnoziny X,Y majici p,q prvki je
1

pocet vSech injekci z X do Y je bud 0 (pro p > q), nebo je roven (~—9—T

q—Dp)

pocet vSech surjekei z X do Y je bud 0 (pro p < ¢), nebo je dan vzorcem

(Z) - <q31> '(qﬂl)p+<ng> (g=2)"~ (qz?)) -(q—3)p+...+(—1)q"1<‘11> 1P

pocet vSech bijekci z X do Y je bud 0 (pro p # ¢q), nebo je p! ,

2

podet vSech konstant z X do Y je roven ¢q .

Reseny priklad 6.2.3. Jsou ddny mnoZiny P = {1,2,3,4,5}, Q = {a,b,c}.

(a) Zjistéte pocet vSech zobrazeni, injekei, surjekei, bijekei a konstant z P do Q.

(b) Vyjadrete v %, jakou ¢ast v8ech zobrazeni z @@ do P tvori injekce, surjekce, bijekce, konstanty.
Reseni. (a) Podet zobrazeni je 3% = 243, pocet injekci je 0, nebot definiéni obor je vétsi ne? obor
hodnot, bijekci 0 (nestejné velky def. obor a obor hodnot), konstanty jsou 3. Nyni uréime poéet
surjekei: (3) -3 — (3) - 25+ (3) - 1° = 243 — 96 + 3 = 150.

(b) Podet vSech zobrazeni je 53 = 125, podet injekci (5_E[3F = 60, surjekci 0, bijekci 0, konstant 5;
v procentech (ze vSech 125 zobrazeni) je tedy 48% injekci, 0% injekei, 0% bijekci, 4 % konstant.
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6.2. Zobrazeni KAPITOLA 6

Na zavér se vénujme specifickym vlastnostem operaci se zobrazenimi.

Véta (o operacich). Jsou déna zobrazeni f : A — B, ¢g: B — C. Potom plati

i.  Kazda4 restrikce definiéniho oboru zobrazeni f na neprazdnou podmozinu (tj. f|4,5)
je opét zobrazeni,

ii. Inverzni relace f~! je zobrazenim pravé tehdy, kdyz f je bijekce (f~! je pak také
bijekei).
iii. SloZend relace go f je také zobrazeni (a to gof : A — C) aplati (go f)(z) = g(f(x)).

KomentafF. Véta mé velky vyznam zejména pro praci s funkcemi (viz podkapitola 6.3.). Myslenka
restrikce neni jen v tom, Ze potize pri sestavovani inverznich zobrazeni (musime mit bijekci, aby
inverze byla opét zobrazenim) lze odstranit vhodnymi restrikcemi def. oboru i oboru hodnot. Stejny
problém miiZe nastat, chceme-li pracovat jako se zobrazenim s relaci, kterd zobrazenim neni. Opét
restrikce def. oboru a oboru hodnot muze zajistit, aby kazdy prvek mél prave jeden obraz.

Bod (iii) hovoii o obrazu pfi slozeném zobrazeni. Chci-li aplikovat na prvek z nejdfive zobrazeni f
a pak g, postupuji tak, ze nejdfive vytvorim obraz f(z) a na néj aplikuji g — ziskdm tedy g(f(z))
jako vysledny obraz. To vysvétluje zapis sloZzeného zobrazeni (i relace) ,pozpéatku®, tj. g o f.

Reseny piiklad 6.2.4. Mg&jme binarni relaci o danou kartézskym grafem (viz obrazek). Mame
zjistit, zda je tato relace zobrazenim.

Reseni.
Jde o typickou situaci, kdy ani neni jasno jaky je def. obor
4 + zadané relace o. Pokud bychom s ni chtéli pracovat jako se
e 3 + zobrazenim, musime predev§im vymezit def. obor — prvni re-
92 4 strikce je na mnozinu {-3,—2,1,3}. Takto vymezend relace
1 vSak neni zobrazenim, protoze obsahuje dvé uspofadané dvo-
; L jice [3, 2], [3, —3], které maji stejné prvni slozky (tj. jeden vzor

:
~1 ®

3 4 m4 dva rizné obrazy), a to odporuje definici zobrazeni. Jednou

_ol ° z moznosti je vylouceni prvku —3 z oboru hodnot. Nyni lze

° mluvit o relaci o : {-3,-2,1,3} = {—2,1,3} jako o zobrazeni.

Jsou ovSem mozné i dalsi restrikce vedouci na zobrazeni (napf.
dalsi restrikce def. oboru atd.).

Reseny priklad 6.2.5. Jsou ddna dvé zobrazeni &isel fi : 2+ 22 — 3, fo : z +— 2 — 3.

Provedte jejich (a) inverzi, (b) sloZeni.

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze piedpisy funguji pro viechna realn4 &isla, budeme za def. obor i obor
hodnot povazovat v této tloze vzdy R.

(a) Jednd se o bijekce; u prvni z nich lze predpis napsat ve tvaru y = 2z — 3, ktery chdpeme jako
rovnici vyjadrujici vztah mezi vzorem z a obrazem y. Po inverzi se pouze zméni role vzoru a obrazu,

vztah se zachova. Stadi tedy zaménit symboly z a y a mdme z =2y — 3 Ciliy = %3 Predpis pro
f1_1 je tedy z — ?;—3
U druhé mame analogicky y = 2 — 3z, pro inverzi zaménime symboly z a y a médme z = 2 — 3y ¢ili

y = Z_TI Predpis pro f{l je tedy = — Q—E—I

(b) Protoze pfi sloZeni zdlezi na pofadi, je tfeba uvaZovat 2 moznosti.
(bl) slozené zobrazeni fs o fi: uzijeme zapisy fi(z) = 2z — 3, fo(u) = 2—3u a pak je foo fi(z) =
= fo(f1(z)) = f2(22 — 3) = 2 — 3(2z — 3) = 11 — 6z; pfi tomto sloZeni mame z — 11 — 6.
(b2) slozené zobrazeni fi o fo: uZijeme zapisy f1(t) = 2t —3, fa(z) = 2 — 3z a pak je f1o fo(z) =
= f1(fa(z)) = f1(2 — 32) = 2(2 — 3z) — 3 = 1 — 6z; pfi tomto sloZzeni mame z — 1 — 6z.
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KAPITOLA 6 6.2. Zobrazeni

Poznamka. Dalsi pouZivané pojmy jsou: transformace mnoziny X je libovolné zobrazeni
z X do X; permutace na mnoziné X je libovolna bijekce z X do X.
Identita na mnoziné X je permutace zadané predpisem i(z) = x pro kazdy prvek z € X.
Identita hraje roli ,jednotky* pfi skladani, tj. pokud lze provést naznacend skladéani, pak
pro libovolnd zobrazeni f, g (dokonce pro libovolné relace) je foi=f, i0og=g.
Dale pro kazdou bijekci b plati  bob™! =4, b7l ob=1.
Ukézky: Mé&me mnozinu M = {1,2,3,4}. Potom polet transformaci na M je 4 = 256,
permutaci 4! = 24. Do obrazku jsme vybrali také identitu.

Transformace Permutace Identita

e oo e SIOIOI®
o o—o o—0o—0

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

ULOHY K RESENI

1. Jaka je nadéje, Ze ndhodné vybrana relace z 3-prvkové do 2-prvkové mnoziny je zobrazeni?

2. MiZe byt f~! zobrazenim pro f = {[1,3],[3,6],(7,12],[-3,8],19, 5], [=7, 11]}?

3 X ma 2 prvky a Y maé 4 prvky. Kolik je injekci z X do Y a kolik je surjekciz Y do X7

4. Jsou dany mnoziny C (5 prvku), D (2 prvky). Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané

zobrazeni z C do D je (a) injekee, (b) surjekce, (c) bijekce, (d) konstanta?

Nakreslete v8echny bijekce z {1,2,3} do {a,b,c}.

6. Je dana bindrni relace f = {[z,y] € R x R : (2z + 3|y| = 13) A (3z —y = 3)}. Zjist&te, zda
jsou relace f, f~! zobrazeni.

o

7. Najdéte inverzni zobrazeni k zobrazenim

(a) firy=3z+5 (b) fa:y=13% (€ fa:y=¢

(d) fary=g2 () fsry=1+1 () fe:ry=vx
8. Slozte dana zobrazeni v obou poradich

(a) f:y=3z—-1, g:y=4—-"5z (b)f:y::c+2,g:y:%

) fiy=% 9:y=vz @f:y=1+3 9g:y=2V7
9. Zjistéte, kterd z nasledujicich zobrazeni jsou prosta:

(a) fi:y=x3 z€R (b fory=2", z€R

(¢) fa:y=12, zeR-{1} (d) fa:y=%, zeR

(€) fs:y =sinz, z € R (f)fﬁ:y:;lg,fEER’—{O}

UVAHY O MOZNOSTECH APLIKACI

(1) Evidence obyvatel. Ufednici na matrikach ve svych databézich p¥ifazuji kazdému obyvateli
datum narozeni, misto bydlisté, stupen vzdélani a dalsi. Pracuji tedy s jistymi zobrazenimi.

(2) Kuleénik. Hradi kuleéniku vyuZivaji pfi hfe zndmého poznatku o thlu dopadu rovnajicimu
se thlu odrazu, coZ neni nic jiného nez osova soumérnost (druh geometrického zobrazeni).

(3) Kartografie, geodézie. Mnoha specidlnich druhi zobrazeni uZivaji kartografové pfi tvorbé
vSech moznych typu map (topografické, katastralni, tematické atd.). VSechna tato zobrazeni riz-
nymi zpusoby prevadéji (zobrazuji) objekty na zemském povrchu do rovinné primétny.

(4) Sifrovani zprav. Pii pfedavani zprav, jejichZ obsah m4 byt utajen, pouZivime riiznych zpi-
sobt Sifrovani. Snad nejznamé&jsim zplisobem je Morseova abeceda. Casto jsou jednotliva pismena
zpravy nahrazovana napt. &isly podle kédu (tabulky), ktery zna jen pfijemce a odesilatel zpravy.
Protoze kazdé pismenko mé svou $ifru, jde o zobrazeni.

* Pokuste se vymyslet jesté dalsi pfiklady vyuziti zobrazeni v praktickém zivotd. Ktera z téchto
zobrazeni jsou prostd, surjekce, bijekce?
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6.3. Funkce KAPITOLA 6

6.3. Realna funkce jedné proménné

Definice. Zobrazeni f nazveme redlnou funkci, jestlize obor hodnot H(f) C R.
Realné funkce f : A — R je tedy zvlastni typ zobrazeni libovolné mnoziny A do R.
Namisto terminu redlnd funkce obvykle pouzivime pouze termin funkce — pritom nejfrek-
ventovanéjsi funkce maji téz D(f) C R. Pti takovém pfifazeni mezi ¢isly tvaru f: z +— vy
hovorime o x jako o nezavisle promeénné veliciné a o y jako o zdvisle proménné velidine.
Funkce je vét§inou ddna funkénim vztahem (vyrazem &i vzorcem pro vypoéet hodnot zavisle
proménné). Mize byt vSak zaddna i jinym zpisobem, napf. ¢iselnou tabulkou nebo grafem.
Nejeastéjsi je v8ak vyjadfeni rovnici (analyticky) ve tvaru y = f(z), tj. ezplicitné, nebo ve
tvaru F(z,y) = 0, tj. implicitné.
Definice. Jsou dany funkce f1, fo s definiénimi obory A;, A, a necht pro neprazdnou mnoZinu
A plati A C A; N Ay Potom mizeme definovat nasledujici funkéni operace:
i. Fekneme, ze funkce f1, fo jsou si rovny na mnoziné A, jestlize Vo € A : f1(x) = fa(z).
ii. soucet (resp. rozdil) funkci f + fo definujeme pfedpisem
Ve e A: (fi £ fo)(z) = fi(z) £ folz);
iii. soucin funkct f1, fo definujeme predpisem Vz € A : (f; - fo)(z) = fi(z) - f2(2);
iv. podil funkci fy, fo definujeme pfedpisem Vz € A : fo(z) # 0 = (%)(az) = %%%5
v. c-ndsobek funkce f, definujeme pfedpisem Vz € A, : (c- f1)(z) = ¢~ fi(x);
vi. absolutni hodnotu funkce fi definujeme pfedpisem Vx € A; : (|f1])(z) = |fr(2)].

Dalsi operace s funkcemi jsou odvozeny od toho, Ze funkce jsou zobrazeni. Tedy funkce je
mozno restringovat, invertovat a skladat.

Definice. Grafem funkce fs definiénim oborem D(f) = A C R nazveme mnozinu viech
bodt v roviné s kartézskou soustavou soutadnic (O, z, y), které maji tvar [z, f(z)], kde z € A.
Reseny ptiklad 6.3.1. Mate zjistit, zda jsou dané relace funkcemi:

(a) B = {[z,y] e RxR:¢? =z};

(b) Re={[z,y e RxR: |z —1|+y =0}

(c) Rs ={[z,y) e RxR:|y—1| +z = 0}.

Reseni. Nacrtneme si grafy jednotlivych relaci (viz obrazek).

o
I /
' /7
I ) .
o N |
, |
[

~L V%0 /

Ry e Ry R3

(a) Z grafu zobrazeni R; vidime, Ze pro zy > 0 existuji vZdy dvé rizn4 &isla y;, = /g,
y2 = —+/Zo, pro ktera plati (2, \/Zo] € R1, [z0, —/To] € R1. Proto relace R; neni funkei.
(b) Pro zy € (—o0, 00) existuje vidy pravé jedno &islo yo, pro které plati [zg, yo] € Ra.
Relace R je tedy funkci.

(c) Pro zy < 0 existuji vzdy dvé &isla yi, yo, pro kterd plati [zo,y1] € Rs, [zo,y2] € Rs.
Relace Rj3 tedy neni funkci.
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Reseny ptiklad 6.3.2. Uréete definiéni obory nasledujicich funkci:

(a) f1 5y = Y22 b) f2:y=1/lz| -1 © fs:y=—0r

do—x z? -3z +2

Reseni.

(a)zeD(fi) e (z—-5>0A5-2>0). Nij={ze€R:2-5>0}; Ny={z€R:5—z>0}.
D(fi) = My NN, = 0.

(b)z€D(f2) & (Jz|-1)>0) < [zz>0Az-1>20V[z<0 A —z—-12>0]
D(f2) = (=00, —1) U (1, 0).

(c)zeD(f;) & z2—3z+2+#0. D(f;) =R-{1,2}.

Reseny priklad 6.3.3. Uréete inverzni funkci k funkci f :y = 2z — 2.

Reseni. Definiénim oborem dané funkce je interval (—oo, 00). Upravime-li
funkéni vztah na tvary =2z — 22 = 1— 142z — 22 = 1 — (z — 1)?, vidime,
ze dand funkce neni prosta. Stejné funkéni hodnoty jako v néjakém bodé 1 <+
1o nabyva také v bodé 2 — xy. MiZzeme vSak provést restrikci této funkce
na dva intervaly (—oo,1) a (1, +00). 1
Potom v kazdém z téchto intervalii bude dané funkce jiz prosta a najdeme
k ni v téchto intervalech tedy funkci inverzni. Z funkéniho vztahu plyne, Ze
oborem hodnot funkce f je interval (—oo,1). Vyjaddfime z néj tedy
r=1++1—y,z > 1, zaménime proménné = a y a dostdvdme inverzni
funkci f{!:y =1— 1=z s defini¢nim oborem (—oo, 1).

Na intervalu (1, +00) je hledanou inverzni funkei k ptivodni funkci f funkce
fot iy =1+ 1=z (ziskd se analogickym postupem).

Definice. Je déna redlné funkce f a mnozina M takovéd, z¢ M C D(f) C R. Rekneme, ze
1. funkce f je rostouci v mnoZiné€ M, jestlize Vxy, 20 € M : 21 < 29 = f(x1) < f(22);
2. funkce f je klesajici v mnoZiné M, jestlize Vi, 2o € M : 11 < 29 = f(z1) > f(z2);
3. funkce f je nerostouci v mnoZiné M, jestlize V1,20 € M : 11 < o = f(x1) > f(22);
4. funkce f je neklesajici v mnoziné M, jestlize Yoy, 29 € M : 21 < 29 = f(z1) < f(z2).
V8echny tyto druhy funkci nazyvame souhrnné monoténni; funkce rostouci nebo klesajici
nazyvame ryze monotonni.

Jako pfiklad na monotonii lze pouzit funkei f z feSeného prikl. 6.3.3. (viz téZ pfislusny obrazek).
Tato funkce je rostouci na intervalu (—oo,1) a je klesajici na intervalu (1, +00).

Definice. Je déna realna funkce f a mnozina M takova, ze M C D(f) C R. Rekneme, Ze
1. funkce f je sudd v mnozine M, jestlize Ve € M : —z € M A f(—z) = f(x);

2. funkce fje lichd v mnoziné M, jestlize Ve € M : —z € M A f(—z) = — f(z);

3. funkce f je periodickd v mnoZiné M, jestlize existuje Cislo p takové, ze
p#FOAVzeM:z+pe MA f(z+p) = f(z) (nutné f(z+ kp) = f(z),k € Z).
Nejmensi p > 0,p € R splaujici tento vztah nazyvame primitivni perioda funkce,
kazdé ¢islo p vyhovujici tomuto vztahu nazyvame perioda funkce.

Znamymi periodickymi funkcemi jsou goniometrické funkce.

Reseny piiklad 6.3.4. Uréete, zda je funkce g : y = 322 sud4 nebo licha.

Reseni. Abychom vysetfili, zda je funkce g suda &i lich4, musime zjistit vztah mezi hodnotami
g(z) a g(—z): g(z) =322 +1, g(—z) = 3(-x)? + 1 = 32> + 1 (plati pro lib. z € R.
Z toho plyne g(z) = g(—=z), tedy funkce g je suda.
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6.3. Funkce KAPITOLA 6
Z.akladni funkce

Pripomenme si vybrané, ¢asto pouzivané a dilezité funkce.

Je déna libovolnd mnoZina X # ().

Konstantni funkce. Pro r € R je konstanta k, : X — R déna pfedpisem Vz € X : k.(z) = 7.
Charakteristickd funkce. Pro kazdou podmnozinu M C X definujeme jeji charakteristickou
funkei chps : X — R predpisem: chy(z) =1 pro z € M, chy(z) = 0 pro ostatni

(v cizojazy¢né literatufe xps(z), kde x je Fecké pismeno ,chi“).

Ukazky:
M, = {—15 1:27374} M> = <_3’2)
Y
y=2 ' T

1+ —Oo——t— >
—+— ——t— -3-2-1| 127
-2 -1 1 23 1 2 3 4

konst. funkce k: y = 2 char. funkce mnoZiny M; char. funkce mnoziny My

M = (~1,2) U {4}

Yy
Y 3
——=o o 2
—O———O—0—> I}
-1+ 2 47 e
-3-2-1" 1 2 3=
char. funkce mnoziny Ms graf funkce signum graf funkce y = |z

Linedrni funkce. Pro kazda dvé redlna ¢isla k, ¢ definujeme linearni funkci y = k-x+¢q. Grafem
linearni funkce je piimka. Cislo k nazyvame smérnice primky a plati pro néj k = tgu, kde
u je orientovany uhel, jehoz prvnim ramenem je kladné orientovana osa ,x“ a druhym graf
dané linearni funkce.

Absolutni hodnota. Funkce udéavajici vzdalenost daného &isla na ciselné ose od pocatku,

definovana:
= |z = zjeliz >0
V==Y —sjeliz <0

Signum. Funkce signum je definovana timto zptisobem (viz obrazek vyse):

—1lproz <0
y=141 proz >0
0 proz=0

Polynomickd funkce (polynom stupné n) dand predpisem y = a,z"+a, 12" 1 +...+a12+a.
Zvlastnim pripadem polynomické funkce jsou i funkce kvadratické, linearni a konstantni.
Poznamka: Polynomické funkce (polynomy) maji jednu velice dileZitou vlastnost; plati: ,Kazdy
mnohoélen n-tého stupné (pro n > 0) mé nejvyse n riznych kofent“. Z této véty plyne, Ze graf
polynomické funkce mize protnout osu ,x“ maximéalné v n bodech.

Raciondlni funkce. Pojem raciondlni funkce chdpeme jako funkci ve tvaru y = %, kde f, g
jsou libovoné polynomy. ZvlaStnim pfipadem raciondlni funkce je linedrni lomend funkce

(podil dvou linearnich funkei, neboli polynomi 1. stupné)
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Elementarni funkce

Do skupiny tzv. elementdrnich funkci fadime konstantu, obecnou mocninu, exponencialni
funkci, logaritmus, goniometrické funkce, cyklometrické funkce a hyperbolické funkce. Déle
pak i funkce, které lze z vySe jmenovanych odvodit pomoci zdkladnich operaci (séitani,
odéitani, ndsobeni a déleni funkei) a sklddanim funkei.

Obecnd mocnina je ddna predpisem y = 2%, a # 0,a € R.

Ezponencidlni funkce. Funkce dand vztahem y = a%,a > 0,a # 1 (exponencidla). Zv14stni
postaveni ma exponencidla se zdkladem e (y = e, kde e = 2.71 ... je tzv. Eulerovo ¢islo).

Logaritmickd funkce y = log,z,a > 0,a # 1 je funkce inverzni k funkci exponencialni.
Zv14stni postaveni mé pFirozeny logaritmus y = log, = Inz (inverzni funkce k y = e%).

Goniometrické funkce. Znamé funkce y = sinz, y = cosz,y = tgz, y = cotgx, které
souhrnné nazyvame funkcemi goniometrickymi. Jsou to funkce periodické.

Cyklometrické funkce. Restrikci goniometrickych funkei na vhodné intervaly dosdhneme toho,
7e je mozno k nim najit funkce inverzni. Jsou to funkce y = arcsinz, y = arccos z,
y = arctgz, y = arccotgx.

def. obor _obor hodnot
J— 3 T T

y = arcsin x (—1,1) (—5, —ﬁ

y = arccosz | y | (0,m)

y =arctgz | (—00,00) (—%, g)

y = arccotg z | (—oo,00) | (0,7)

Hyperbolické funkce. Hyperbolickymi funkcemi nazyvame funkce sinh x, cosh z, tgh x, cotgh
(¢teme hyperbolicky sinus, kosinus,...). Jsou definovany nésledujicim zpisobem:

Hyperbolicky sinus Hyperbolicky kosinus
et — e e’ e T
sinhz = — € (—00, 00) coshz = ———g—,x € (—o00,00)
Hyperbolicky tangens Hyperbolicky kotangens
sinhx e*—e™* coshz e*4e®
tghx = = , T € (—00,00) |cotghz = — = , 0
£ coshz e*4e? (=00, 00) gn e sinhx e®—e" % z#

ULOHY K RESENI

1. Urcete defini¢ni obor funkci:

(a) iy =1 (b) fo:y =iz -2 (c) f3:y=(z—3)/ 52
(d) fa:y=log(z*—9) (e) fs:y=1/cosVz (f) fo:y= 52t

2. Urcete defini¢ni obory funkci:
(a) fr:y =Bz — a3 ®) fory=vViTo+v=E (o) f3:y=(z-3) /&3
(d) fq:y = log(z* — 5z + 6) (€) fs:y=log(z +4) —log(x —4) (f)fs:y = InVaT —4a?
(g)f71y=\/5in—\/_ (h) fg:y = Vsinz? (i) fo: y—sg{fz
(3) f10:y = arcsin £& (k) /11 : y = log(cos z) (1) f12:y = Vsinzcosz

3. Slozte tfi funkce g; : ¥y = Inz, g0 : y = V1 —122, 93 : y = cosz (vSech 6 moZnosti dle
poradil).
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1+ 2z

4. Urdete sudost a lichost funkei: f1: 2, fo:y=lz|, fa:y=2>+1, fy: y=1In;

5. Najdéte funkce g o h,h o g, jestlize h:y = z2,g : y = 3°.

6. Rozhodnéte, zda jsou dané funkce periodické:

(a) hy:y =sinz +sin +sin g (b) hg : y = sinz + sin(z/z)

(c) h3:y=tgs (d) hy : y = |sinz| — | cos z|
7. Najdéte inverzni funkci f~! k funkci f a jeji defini¢ni obor

(a) fi:y =3z +19,7 € (—00, +00) (b) fa:y =22%,7 € (—00,0)

() f3:y=2"+15,3 € (0,+00) (d)fa:y = log, 2

(e) fo:y=ve -9 () fo:y =393

(g) fr:y=v25—z? (h) fs:y =1n(z + 3)

8. Nacrtnéte grafy funket:

(a) y = 2-chygpy(z) (b) y = chyg1y(z) — 2
(c)y=2-chgp(z)—1 (d) y = chyg3y(z) + chz 4y ()

(e) y = ch_y1y(x) — 3 chyg3)(2) (f) y = =5-chy1y(z) +2 - chyg 59 ()
(g)y—ch110>( z) — 5 - chy5)(2) (h) y = =8 chi_5 4)(x) + 6 - chyy 4.5 ()
(i) y = 11 ch_y 1y(z) + 12 - chyg 3y (z) () y = chy 7y(z) +3.5 - ch(s gy ()

(k) y = —4-chi_7 _g5(z) + =3 ch_g_1)(z) (1) y=—2-ch_55/(z) +3-chyy357(2)
(m) y = —11-ch_y 4 (z) + 11 - ch_y9(z) (n) y=[z-3|+1

W y=3|z+4]|+2|z| P y=—|5+1|-4|z+15]|

(q) y=|z*—4z+5| (r) ¥y =[In( + z) |

(s) y =| sin§ | (t) y = —3 - sign(z)

(u) y = —sign(z) + chy 9y (z) (v) y = —2-sign(z) — 3 - ch_; 35 (z)

UVAHY O APLIKACICH

(1) Geometrie. Vzorecky pro vypocet obsahi obrazci ¢i objemi téles nejsou v podstaté
nic jiného nez predpisy jistych funnkei.

(2) Ocednografie. Napiiklad tzv. Knudsenova rovnice pro vypocet salinity (celkové miry
slanosti moiské vody): S = 0.03+1.805C, kde zavisle proménnou je salinita S (v%) a nezavisle
proménnou je chlorinita (vyjadfuje procentudlné mnozstvi stiibra potfebného k vysrézeni
halogenti obsazenych v 0.3285234 kg mofské vody). Vzorec ukazuje, Ze v moiské vodé je
obsah vSech rozpusténych soli ve funkénim lineadrnim vztahu s obsahem halogenid (Netopil a
kol., 1984).

(3) Finan¢ni matematika. Vzorec k vypoétu koneéné hodnoty vkladu (pfi jednoduchém
troceni) y = P(1 + 155 - ) je typickou ukdzkou. Velikost vkladu s poc¢ate¢ni hodnotou P
a urokovou mirou 7% p. a. zavisi na dobé jeho trvani z (v letech). Tento vztah je tedy popsén

linearni funkeci. Podobné u sloZzeného uroceni je vyuzita mocninné funkce.

(4) Diftze. Diftze je samovolné probihajici a jednosmérny prevod rozpusténé latky z mista
jeji vyssi koncentrace do mista s nizs$i koncentraci. RozloZeni koncentrace latky v zavislosti na
délce difuzni drahy popisuje tzv. Fickiv zdkon II Podle tohoto zékona mj. koncentrace latky
klesne z pivodni hodnoty na 37% za Cas t = E, kde D tzv. diftzni koeficient (konstanta).
Tento vztah ukazuje, ze doba difiize stoupé se ¢tvercem vzdalenosti, kterou méa ¢éastice urazit.
Jde tedy o kvadratickou funkci.
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(5) Fyzika. Jako jeden z mnoha pifkladi si miZzeme uvést vzorec pro vypocet tihy, neboli
sily, ktera pritahuje télesa k Zemi: G = m- g, kde m je hmotnost télesa a g je tithové zrychleni
(g = 9.81m/s%). Tiha je tedy amérnd hmotnosti télesa.

(6) Pfevody jednotek. Uvedme si rizné jednotky pouzivané k méreni teploty:

a. Jednotkou termodynamické teploty je kelvin (K). Je to 273.15-t4 ¢ast termodyna-
mické teploty trojného bodu varu vody.

b. Vedlejsi jednotkou je stupen Celsia (°C), ktery je v praxi pouZivin mnohem ¢ast&ji.
Na Celsiové stupnici odpovida bod tani ledu 0°C a bod varu vody teploté 100°C.
Na Kelvinové stupnici jsou vSechny hodnoty teploty kladné, protoze nultym stupném
(0K) je teoreticky nejnizsi mozna teplota. Bod tani ledu (0°C) odpovid4 273.15K a
bod varu 373.15K. Pro pfevod obou stupnic plati: K = C'+273.15, C' = K —273.15.

c. Nam pomérné méalo znamou mirou je Fahrenheitova teplomérnd stupnice, pouzivana
prevazné v anglosaskych zemich. Bod téni ledu je dan teplotou 32°F a bod varu
212°F. Pro ptevod na Celsiovu stupnici (a opa¢né pomoci funkce inverzni) plati:

_ 9.C _ 5.(F-32)
F==+32 (C=-—5+.

(*) Pokuste se vymyslet dalsi aplikace funkei z jinych obort lidské ¢innosti. Jaké vlastnosti
dané funkce maji?

KREATIVNI ULOHY KE KAPITOLE 6

1. Vezméme nékolik pfibuzenskych vztaht, neboli binarnich relaci na mnoziné vsech lidi:
o1,z je otcem y“; o9 ,x je matkou y“; o3: ,z je rodicem y“;
o4 ,x je bratrem y*; o5: ,x je sestrou y“. Méame vyjadrit slovy pribuzenské vztahy,
které predstavuji relace o5 0 gy, 03 003, 01 009, 04003, 040 Ta.

2. Najdéte priklady relaci, pro které plati 0 = o~!. Jakou vlastnost mé kazda z t&chto relaci?

3. Najdéte néjaky interval, ktery se zobrazuje vzajemné jednoznaéné na jiny interval, jestlize
je dano zobrazeni f:y =z + 1.

4. Je dana mnozZina vSech pfirozenych ¢isel N, mnoZina vSech lichych pfiroznych éisel Ny
a mnoZina vSech sudych pfirozenych ¢isel Ny. Uvedte pfiklad navzdjem jednoznacéného
zobrazeni mezi mnoZinami N a N7; mezi mnozinami N a Nj.

5. Je dan pravidelny Sestithelnik. M oznaé¢me mnoZzinu vSech jeho vrcholi. Uvedte priklady:
a) permutaci v M; b) injekci v M, které nejsou permutace; c)zobrazeni v M, ktera nejsou
prosta.

6. Je dina kruZnice k a bod A lezici vné této kruznice. Na kruZnici k je definovana relace o
takto: [X,Y] € oo X #Y NA € XY (t). kdyZ bod A lezi na pfimce uréené body X,Y).
Rozhodnéte, zda relace ¢ je permutace v mnoZiné vSech bodd kruZnice k.

7. Najdéte polynomickou funkci p : y = az® + bz? + cz + d, jestlize plati
f(=1)=0,f(0)=2,f(1) = -3, f(2) = 5.

8. Uréete mnozinu vSech funkci &, pro které plati £ : y =
h(z) € (5, 1).

_2
r—a’

a € R apro kazdé z € (1,2) je

9. Je ddno s > 0,s € R. Uvazujte mnozinu vSech kruhi lezicich v roviné. Zjistéte poloméry
téch, které maji kruhovy vysek s obvodem s o nejvétsim obsahu.
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10. Pan Novak chce cestovat vlakem z Prahy do Ceskych Budgjovic (155 km). Po prichodu na
nadrazi zjisti, Ze za 15 minut odjizdi osobni vlak, jedouci pramérnou rychlosti 40 km/hod a
za 2 hodiny odjizdi rychlik, ktery pojede pramérnou rychlosti 90 km/hod. Kterym vlakem
ma cestovat, jestlize chce pfijet do Ceskych Budéjovic co nejdiive? Zjistéte, pro jaké vads-
lenosti od Prahy je vyhodnéjs$i pouzit osobni vlak, pro jaké rychlik a u kterych nezilezi na
volbé druhu vlaku.

KONTROLNI OTAZKY KE KAPITOLE 6

1. Necht A, B jsou dvé mnozZiny. Potom je podet vSech relaci z A do B roven poc¢tu vSech relaci
z B do A. Pro¢?

2 Pii transfuzi krve nelze libovolné misit krevni skupiny. Oznaéime K = A, B, AB, 0 mnozinu
zakladnich ¢tyfech krevnich skupin. Zndzornéte jako relaci r : K — K, které krevni skupiny
lze misit pomoci dvojic tvaru [darce, pfijemce].

3. Jak poznéte na matici sousednosti néjaké relace, Ze se nejednd o zobrazeni?

4. Necht p: A — B je relace. Vysvétlete, kdy je mozno slozit po p a kdy o' o p.

5. M je mnoZina v8ech étvercovych matic druhého fidu a necht det : M — R pfifazuje kazdé
takové matici jeji determinant. Vysvétlete, pro¢ je toto zobrazeni surjekci a neni injekei.

6. Je-li f:x — 23, pak jeho inverzni zobrazeni definuje tieti odmocninu, tj. f~! : y = Vz.
V éem je toto zavedeni podobné a v ¢em se lisi od zavedeni druhé odmocniny?

7. Co jsou to tzv. ,elementdrni funkce®*?

8. Najdeéte aspon dvé funkce, u nichz je vzorec pro vypodet inverzni funkce totoZny se vzorcem
puvodni funkce.

9. Je déna funkce s : y = sign(z). Cemu je rovna mnozina s(R)?

10.Pro¢ predpis y = v —5 + sinz nedefinuje zadnou funkci?
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TERMINOLOGICKY SLOVNICEK KE KAPITOLE 6

kartézsky soudin
graf

obor hodnot
inverzni r.
zobrazeni
injekce

bijekce
konstanta

suda, licha f.
mnohoclen
logaritmick$ f.
goniometrické f.

cartesian product
graph

range

inverse r.
mapping
injection
bijection
constant

even, odd f.
polynomial
logarithmic f.
trigonometric f.

100

(binarni) relace
def. obor
restrikce
slozena r.
vzor, obraz
surjekce
identita
realnd funkce
periodicka f.
racionalni f.
exponecidlni f.

charakteristicka f.

(binary) relation
domain
restriction
composite r.
pre-image, image
surjection
identity
real-valued function
periodical f.
rational f.
exponential f.
characteristic f.



Kapitola 7
Posloupnosti a rady

a

Sedma kapitola je vénovana analytickému zkoumani nekoneénych
posloupnosti a fad. Pfipomindme téz vyznamné vyuziti konec-
nych posloupnosti a rad ve financni matematice. Hlavni stavebni
kameny kapitoly:

zavedeni pojmu posloupnosti; nejdrive se zkoumé chovani mo-
noténnich posloupnosti

jsou vybudovany zaklady teorie limit, véetné nevlastnich

zvlastni pozornost vénujeme praci se symbolem nekonecna,
zejména vysetfovani tzv. neurcitych vyrazi

kalkul s limitami je probran velmi zevrubné a s mnozstvim
ukazkovych ptikladi a tloh k procviceni

je naznacena a vysvétlena rfada aplikaci limit k modelovani nej-
ruznéjsich slozitych jevi a procesu

jsou podany zaklady teorie nekonecnych ¢iselnych rad; konver-
gence fad je zkouména pomoci kritérii

jsou podrobné vysvétleny aplikace teorie posloupnosti a rad do
financni matematiky a ekonomiky

jako specialni pripad aplikace teorie posloupnosti je v zavéru
kapitoly nastinéna teorie diferenénich rovnic
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7.1. Posloupnosti

Definice. Nekonecnou posloupnosti redlnych cisel ay,as,as, ay, ... nazyvame zobrazeni
a:N—=R,kde 1 —a;, 2 ay, ...,n— ay .... Symbol a, (tj. a(n)) oznacuje n-ty clen a
zapis {a,}%°; nebo jednoduseji {a,} oznaci posloupnost jako celek.'*

Rekneme, e dvé posloupnosti {a,}, {b,} jsou si rovny, jestlize a, = b, pro kazdé n € N.
Tedy rovnost dvou posloupnosti vyzaduje rovnost v8ech jejich odpovidajicich ¢lent.

Castym zptisobem popisu posloupnosti je vyjadreni {an} = {—71;} = {1, %—, %, i -

n-tého célenu vypodetnim vzorcem. V prvni ukazce je

posloupnost zlomkl zadanych vzorcem a, = % Ana- {bn} ={(-1)"}={-1,1,-1,1,...}
logicky lze popsat posloupnost b, = (—1)" nebo kon-

stantni posloupnost, jejimz prikladem je zadéni ¢, = 3. {en} = {3} =1{3,3,3,3,3,...}

P11 rekurentnim zaddni posloupnosti vychazime z charakteristiky jejiho ,vnitfniho radu*, tj.
obecnych vztahtl mezi n-tym ¢lenem a jeho ,sousedy“ — napr. pfedchtidcem, naslednikem atd.,
coz jsou (n — 1)-ni ¢ (n + 1)-ni ¢len a podobné.

Napt. u tzv. Fibonacciho posloupnosti {fn}, kde f1 =0, {fn}=1{0,1,1,2,3,5,8,13...}

fo =1, pro kazdé n € N plati: fri2 = fn + frn+1

Aritmetickou posloupnost {hy}, kde hy = 10 a d = 2, lze {hn} = {10,12,14,16,18,...}
zapsat rekurentné jako: hp41 = h,+d (pro kazdé n € N).

Mohou byt ovSem i velice ,bizarni“ popisy posloupnosti. Piikladem je posloupnost {p,} cha-
rakterizovand popisem: ,, n-ty ¢len této posloupnosti je roven odpovidajici ciffe za desetinnou
¢arkou v desetinném zapisu &isla 7, tj. {p,} = {1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,...}.

Definice. Jsou dany dvé posloupnosti {a,},{b,} a redlné ¢islo r. Definujeme nésledujici
pocetni operace (ikony):

soudet posloupnosti {an} + {bn} cleny vysledku se vypoctou jako a, + by
rozdil posloupnosti {an} — {b,} ¢leny vysledku se vypoétou jako a, — b,
sou¢in posloupnosti {an} - {bn} Ccleny vysledku se vypoétou jako a, - b,
podil posloupnosti {an} ¢leny vysledku jsou ﬁz’ ukon je definovan jen

bn
v pripadé, ze b, # 0 pro kazdé n € N.

{bn}

pti¢teni r k posloupnosti 7+ {a,} ¢&leny vysledku se vypoétou jako r + a,
(lze chépat jako pfi¢teni konstantni posl.)

r-nasobek posloupnosti r-{a,}  &leny vysledku se vypoc&tou jako r - a,

lze chipat jako nasobeni konstantni posl.
J

Ukazky. Pro demonstraci zavedenych tkoni jsme vyuzili vySe popsanych posloupnosti:

{an} + {cn} = {5 +3} ={4,35,3%,3%,...} gﬁ ={(-1)" - n} ={-1,2,-3,4,...}

{hn} + 10 = {20,22,24,26,28,...} (b} {bn} = {1} ={1,1,1,1,...}

14V symbolu a, pro n-ty ¢len posloupnosti se n nazjva ,index“.
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V souvislosti s vyuzitim posloupnosti k modelovani nékterych jevi ¢i procest se ukazuje
dilezité zkoumat jejich globalni charakteristiky a asymptotické chovani (limity).
Definice. Déana posloupnost {a,}5° ;. Plati-li pro kazdé n € N:
(1) an < any1, je posl. {a,} rostouct, (2) an > ant1, je posl. {an} klesajici,
(3) an < apy1, je posl. {a,} neklesajici, (4) a, > any1, je posl. {a,} nerostouct.
Posl. (1) az (4) nazyvame monoténni posloupnosti, posl. (1) a (2) jsou ryze monoténni.
Jestlize existuje M € R tak, Ze pro kazdé n plati a, < M, nazyvame {a,} shora omezenou.

Jestlize existuje m € R tak, ze pro kazdé n plati a, > m, nazyvame {a,} zdola omezenou.
Posloupnost omezend shora i zdola se nazyva omezend ( M, m jsou horni a dolni mez).

Reseny ptiklad 7.1.1. Vysetiete monotonii a omezenost nekoneéné aritmetické posloupnosti.
Reseni. Zakladni vzorce pro aritmetickou posloupnost: ant+1 =an +d, an, =a;+d-(n—1).
(a) Je-lid > 0, vyplyvé z prvniho vzorce, Ze jde o rostouci posloupnost (nésledny ¢len se zvétsuje
o d). Z druhého vzorce plyne, Ze tato posloupnost neni shora omezend; vyraz d - (n — 1) mize totiz
nabyt libovolné ,vysokych“ hodnot — to zajisti vhodné velké n. Samoziejmé je takovd posloupnost

tvvs

(b) Je-li d < 0, je aritmetickd posloupnost klesajici a neni zdola omezend (shora je omezend
hodnotou a;). Pfipad d = 0 postihuje konstantni posloupnost {c}, kde ¢ = a;.

Reseny piiklad 7.1.2. Vysetiete chovani nekoneéné geometrické posloupnosti, jejiz prvni ¢len a;
je kladny, z hlediska monotonie a omezenosti.

Reseni. Na obrézcich jsme znazornili priib&h dvou geometrickych posloupnosti.

L °
{0.04 - 3n1} 14 {16 - (=0.5)""1}02,
®
: | : 1 * -
[ ]
L . 1 2 3 3§ 5 6
[ ]
° -1
—» L f : :
1 2 3 4 5

Zékladni vzorce pro geometrickou posloupnost (g je kvocient): a,y1 = q-an, an =a;-q* L.

(a) ¢ >1 ... ukédzka na levém obrazku: {0.04 - 371}, = {0.04, 0.12, 0.36, 1.08, 3.24,...} .

Z prvniho vzorce vidime, ze ¢leny se zvySuji (¢ > 1) a tedy posloupnost je rostouci. Otazkou je,
zda miZe piekrocit jakoukoliv horni mez M. Zvolme M > 0 a hledejme n tak, aby a; - ¢"' > M.
Po zlogaritmovani mame podminku loga; + (n — 1) - logq > log M, tj. n > (log M — logay)/logq
(nerovnost jsme délili log g, ale znaménko nerovnosti se zachova, nebot ¢ > 1 a tedy logqg > 0).
Takové n jisté existuje. Posloupnost neni shora omezené.

(b) 0 < ¢ < 1: z prvniho vzorce je vidét, Ze posloupnost klesa a ¢Eleny leZi v intervalu (0;aq).
Jde o omezenou, klesajici posloupnost.

(c) -1 <¢<0... pravy obr.: {1.6 - (—0.5)""1}%2, = {1.6, —0.8, 0.4, —0.2, 0.1, —0.05,...}
Opét z prvniho vzorce je vidét, ze ¢leny lezi v intervalu (—ag; a1). Tentokrat v8ak jednotlivé hodnoty
¢leni posloupnosti jalternuji“ — liché jsou kladné a klesaji, sudé jsou zdporné a rostou. Jedni se
o priklad omezené alternujici posloupnosti.

(d) ¢ < —1: opét alternujici posloupnost, tentokrat vSak sudé ¢leny jsou kladné a nejsou shora
omezené, zatimco liché ¢leny jsou zdporné a nejsou zdola omezené. Posloupnost neni ani monoténni,
ani shora ani zdola omezena.

Zv148tni pripady ¢ = 0 nebo 1 nebo —1 jsme nerozebirali.
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Nyni poddme definici pojmu limity, nejdfive pouze u monoténnich posloupnosti.
Véta a Definice. Pro kazdou posloupnost {a,}3,, ktera je rostouci nebo neklesajici, na-
stane pravé jedna ze dvou moznosti:
(i) neni shora omezend; fikime, Ze posloupnost diverguje k +oco a piSeme nll{go an = +00,
(ii) je shora omezend; pak existuje jeji nejmensi horni mez L; fikdme, %e posloupnost
konverguje a ma limitu L, a piSeme nh_)ngo an = L.
Pro kazdou posloupnost {a,}52,, kterd je klesajici nebo nerostouci, nastane pravé jedna ze
dvou moznosti:
(iii) neni zdola omezend; fikdme, Ze posloupnost diverguje k —oo a piseme Jl)nolo Qp = —00,
(iv) je zdola omezend; pak existuje jeji nejvétsi dolni mez L; fikdme, Ze posloupnost
konverguje a ma limitu L, a piSeme nh_{& ay, = L.

Pro kazdou monoténni posloupnost ma tedy zapis nll)ngo an = L smysl, pokud v roli ,¢isla®* L
povolime i symboly +oo. Zapis ¢teme: ,, limita a,, kdyZ n se blizi k nekoneénu, je L“.

Pokud posloupnost konverguje k L znamena to, Ze pro velké hodnoty indexu n se ¢isla a,, ,,ustali

rvr

na hodnotéch velmi blizkych (nebo p¥imo rovnych) L (asymptoticky se bliZi k hodnoté L).

Divergentni monoténni posloupnosti neomezené rostou (k +o00) ¢i neomezené klesaji (k —oo).
Ukézky: Kazda konstantni posloupost {c} je zfejmé konvergentni, limita je c.

Kazd4 aritmetickd posloupnost {a,} je monoténni. Na zdkladé feseného pf. 7.1.1. méme:

pro d > 0 plati nli)ngo an = 400, prod < 0 plati nll)rgo an, = —00, pro d = 0 plati nll)ngo ap = G1.
Specidlné: lim n = +o0, lim —n = —oo.
n—o0 n—oo
p . . 2n4+11%
Regeny piiklad 7.1.3. Vysetiete konvergenci posloupnosti {t, }o; = { }
n n=1
Regeni. Upravme si zapisy sousednich ¢lent:: ¢, =2 =241 ¢ | = 2 "J’jlﬂ =2+ .

Vidime, Ze jde o klesajici posloupnost zdola omezenou éislem 2. Vys8i dolni mez nez 2 tato
posloupnost nem4, tj. i pro velmi malou hodnotu € > 0 jiz existuje n tak, ze t, < 2 + ¢ a tak ¢islo
2 + £ nemuze byt dolni mezi posloupnosti {t, }. Posloupnost je konvergentni a nli_)m th = 2.

o0

ReSeny piiklad 7.1.4. Uréete limity
() lim {1} () lim {-%} (0 lm {2} (@) lim {(-1)"}

n—oo n—o0 n—oo

Resen.
) Jde o ,matematicky folklér“ — hodnoty klesaji k nule: 1_1_)1130 % =0.
n

(a
(b) Ziejmé je —(n+—11)7 > —ng, tj. hodnoty rostou a jejich nejmensi horni mez je 0: ll}n;o —;15 =0.
n
(c) Neomezené rostouci geometrickd posloupnost (¢ = 2): nll)ngo 2" = +o00.

(d) Posloupnost —1,1,—1,1,—1,1,... neni monoténni a neumime ji zatim vySet¥it.

vvvvv

Tak jako v dalsich pripadech se nebudeme zabyvat odvozovanim.

. 1\ 9 1 3 2 4 3 5 4 5 _
Véta. Posloupnost {(1 + E) }nzl = {(I) , (5) , (5) , (Z) , (g) , } =
= {2, 2.25, 2.370370, 2.44140625, 2.48832,...} je rostouci a shora omezend. Jeji limita je
iracionalni ¢islo e = 2.71828182... coz je tzv. Eulerovo ¢islo — zéklad pfirozenych logaritmi.
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V nésledujici obecné definici limity uZijeme (je to tradici) k oznaceni volitelného malého
kladného redlného Cisla fecké pismeno € (vyslov ,epsilon“). Podobné zazity je symbol ng
(,en nula“) — oznacuje vhodny index (nemusi byt jen jeden), za nimZ se vSechny ¢&leny a,
chovaji tak, jak je tieba.
Definice a Véta. Je-li L € R, potom pro kazdé € > 0 definujeme e-okoli ¢isla L jako
otevieny interval (L — e; L + €). KdyZ néjaké &islo z lezi v e-okoli ¢isla L, znamend to, 7Ze
|L — z| < €, neboli L a z se lis1 méné nez o ¢.
Pro kazdou posloupnost {a,}2, nastane pravé jedna z nasledujicich ¢tyf navzéjem se vylu-
¢ujicich moznosti:
(1) Plati lim an =L (pro jediné L € R), coZ znamena:
ke kazdému € > 0 existuje ng tak, Ze pro vSechna n > ng lezi ¢leny a,, v e-okoli ¢isla L;
(2) plati lim a, = +00, coz znamena:

ke kazdému M € R existuje ny tak, Ze pro vSechna n > ng je a, > M,
(3) plati nll)rgo a, = —00, COZ znamena:

ke kazdému m € R existuje ng tak, Ze pro vSechna n > ng je a, < m;
(4) zadné z predchozich t¥i mozZnosti neplati.
V ptipadé (1) fikdme, Ze posloupnost konverguje k L nebo, Ze mé vlastni limitu L; tato limita
mize byt jen jedna. V pfipadech (2), (3) mluvime o divergenci k +o0o, nebo o nevlastni
limité. P¥ipad (4) znamené, Ze posloupnost nemd limitu nebo prosté diverguje.

Je vidét, Ze definice zobecnuje pojem limity zavedeny predtim pro monoténni posloupnosti. Jeji

prednosti je preciznost. Zfejmou nevyhodou je, Ze nedava praktické nastroje k vypoctu limit.

Ty popiSeme v sérii vét (dikazy lze nalézt v mnoha ucebnicich vy$si matematiky).

Definice. O posloupnostech {a,}, {b,} fikime, Ze jsou navzijem rezidudlni, jestlize existuje
ng tak, ze pro kazdé n > ng je a, = b,; fikdme, Ze jsou navzijem konfindini, jestlize existuje
nekone¢né mnoho n takovych, ze a, = b,.

Posloupnost {b,} nazveme vybranou z posloupnosti {a, }, jestlize vznikla vynechanim nékte-
rych (i nekoneéné mnoha) ¢lent z {a,} a pofadi ponechanych ¢lent bylo zachovano.

Véta 1. Necht 13210 an, = L, kde L je vlastni nebo nevlastni limita. Potom plati:
n

(a) Jsou-li {an}, {bn} reziduélni, pak je také lim b, = L.

(b) Jsou-li {an}, {b,} konfindlni a je-li Aim b, = S, pak nutné L = 5.

(c) Je-li {b,} vybrana z {a,}, pak Jim b, = L.
Vétu 1 je tfeba chapat jako poznatek o tom, co miZeme Fici o limité, jestlize posloupnost
pozménime. Rezidualni dvojice se mohou lisit na ,zac¢atku®, coZ nemd vliv na limitu.
Konfindlni dvojice se sice shoduji v nekone¢né mnoha ¢lenech, ale pfitom se také mohou lisit

v (jinych) nekoneéné mnoha €Elenech; chovaji se stejné pouze pokud maji obé& limitu.
Vybrané (samoziejmé nekoneénd) posloupnost ,zdédi“ limitu, pokud ji pivodni méla (bod (c)).

Ukdazky. Posloupnost {u,} je definovdna takto: pro n < 1000 je u, = 13 a pro n > 1000 je
u, = 1. Pak bude lim u, = 0, nebot tato posloupnost je rezidualni s posloupnosti {1}.
n n—00 n

Posloupnost {v,} je definovana takto: pro n < 1000 je u, = &+ a pro n > 1000 je u, = 13.

n
Pak bude nll)n;o up, = 13, nebot tato posloupnost je rezidualni s konstantni posloupnosti {13}.

Posloupnost {(—1)"} je konfinalni jak s konstantni posloupnosti {1} (sudé &leny), tak s posloup-
nosti {—1} (liché éleny). Nemtize mit limitu, nebot ta by se musela rovnat jak 1 tak —1.
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Posloupnost {(—2)"} je konfindlni jak s rostouci posloupnosti {2"} (sudé ¢leny), tak s klesajici
posloupnosti {—2"} (liché €l.). NemutZe mit limitu (musela by byt jak +oco0 tak —o0).

Posloupnost {1/n} je rostouci, m4 tedy ur¢ité limitu. Jeji vybrand posloupnost
V1,vV4,v/9,V16,...,vVn2,...=1,2,3,4,...,n,... = {n} m4, jak vime, limitu +oco. Pro pavodni
posloupnost je tedy nutné téz lim Vvn = +oo.

Véta 2. O libovolnych posloupnostech plati:
) Je-li ¢, > a, pro kazdé n a je-li zaroveti nh_}rgo a, = 400, pak nutné nll)ngo Cn = +00.

(i
i
(i

) n = n r J n 9 u n
) J — n — J n L ? C'Il

Véta dava dalsi prostfedky k uréeni limity zadané posloupnosti pomoci jinych limit. U bod (i),
(ii) vyhodnocujeme posloupnosti {c,}, které diverguji k nekoneéniim jesté razantné&ji, nez po-
sloupnosti, které uz zname. Bod (iii) je tzv. véta o seviené posloupnosti— posloupnosti {a, }, {b,}
konverguji k L a sviraji mezi sebou posloupnost {c,}. Ta pak nutné konverguje k L.

Ukdzky. lim —n? = —oo, nebot —n® < —n a lim —n = —oo (uzito (ii)),
n—00 n—00
lim (—0.8)™ = 0 podle véty o seviené posloupnosti (iii), nebot —(0.8") < (—0.8)" < 0.8™ (ob&

n—oo
svirajici posloupnosti konverguji k 0),

. n13+51 . i n13+51 . . v .
nll}ngon + Hgay = +00, nebot n + Gt >noa nl:n&)n = 400 (uzito(i)).

Véta 3 (o limité sou¢tu). Necht lim a, = A, lim b, = B a déle {¢.} = {an} + {bx}.
a) Jestlize A, B jsou vlastni limity, je nll)ngo ¢, = A+ B;

)

(

(b) jestlize A je vlastni limita a B nevlastni limita, je nlgrolo cn = B;
(c) je-li A = B = 400, pak T}Lrgocn = +o0; je-li A = B = —o0, pak 7}1)1{.100” = —0o0;
(d) je-li A =400, B = —00, nelze obecné o limité posloupnosti {¢,} nic Fici;

(e) Jim —a, = —A, piitem? pokladame —(+00) = —o0 a naopak —(—o0) = +o0.
Poznamka. Bod (e) umozhuje aplikovat vétu 3 i na rozdil posloupnosti s vyuzitim zapisu
lim (a, — b,) = lim a, + lim (=b,) = lim a, — lim b,.

n—oo n—o00 n—00 n—o00 n—00

Prvni ,pocitaci“ véta o limitdch. V pripadé nevlastnich limit pouzivime formalni ,kalkul“ s ¢isly
a nekone¢ny - tyto ikony budeme pfi vypoctech uzavirat do ,zavorek® tvaru ||...||. Formalng
vypadaji zasady tohoto ,pocitini“ (r € R je libovolné) néasledovné:

r+o0o=00+r=00; r—00=-—-00+7r=-—00; —+00+00=-400; —00—00=—00.

Zapis tvaru |joo — oo|| je tzv. neurdity vjraz a obecné ho nelze vyhodnotit. Napriklad:
Pro {an} = {n+5}, {b} = {—n}, {kn} = {n®+n},je nangoan = nll)rgo kn = 00, nlbrgo b, = —0o0.

Spoctéme: nango(an +bp) = nll)rgo(n +5—n)= nll)rgo 5=35 [ ,vyslo“ |joo — o] =5].

Mles  lim (ko b) = lim (n? = +) = lim n® = +00 [ ,vyslo* oo ool = +00]].

Ukézky. lim (6 + %) = lim 6 + lim otl — 6 +1 = 7 (druhou limitu jsme uz znali);
n—00 n—00 n—00

lim (n +n? — 139) = || + 00 + 00 — 139]| = +oo (totiz lim n? = +o0, nebot n? > n).

n—o0 n—oo
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Véta 4 (o limité soucinu). Necht lim a, = A, lim b, = B a déle {cn} = {an} - {bn}
(a) Jestlize A, B jsou vlastni limity, je lim ¢, = A B;
(b) jestlize A je vlastni limita a B nevlastni limita, je
bud nh_)nolocn = +oo (v ptipadé A > 0a B =+00, nebo A <0a B = —0),
anebo nll}rgo ¢, = —oo (v ptipadé A >0 a B = —o0, nebopro A <0a B = +00);
jestlize v8ak A = 0, nelze obecné o limité posloupnosti {¢,} nic Fei.
(c) je-li A = B = +o0, pak Jl}ngo ¢n = +00; je-li A = B = —o0, pak nll)rglo Cp = +00;
(d) je-li A = 400, B = —00, pak lim ¢, = —oc.
n—ro0

Rozsifeni forméalniho ,kalkulu® s ¢isly (r € R je libovolné) a nekonecny:

__ Foopror>0

= Too pror <0’ (£00) - (£00) = +00; (£00) - (Foo) = —00

r - (+oo)

Zapis tvaru ||0 - (£oo)|| je tzv. neurdity vyraz a obecné ho nelze vyhodnotit. Napiiklad:

1 - . .
Pro {an} = {7_7,—} , {bn} = {n}, {kn} = {n?}, je Jim ay, =0, lim ky = lim by = +oo.
teme: 1 ) = lim (Lm) = lim 1= slo¢ (10 - —
Spoc¢téme: Jl)nc}o(an bp) = nll)ngo(n n) = Jim 1=1 [ ,vyslo® |0 (+o0)|| =1 ].
Ale: nl_iygo(an k) = nlgrc}o(% n?) = Jim 7 = +o0 [ wvyslo® [|0 - (+o0)|| = 400 ].

Véta 5 (o limité prevracené hodnoty a odmocniny).
1
Necht JLHOIO a, = A (vlastni nebo nevlastni) a pro kazdé n necht je ¢, = —, d,, = /an.
n
N e e . 1
(a) Jestlize A je vlastni limita rtiznd od nuly, pak lim ¢, = 7
(b) pro A = £c0 je lim ¢, = 0;
(c) jestlize A = 0, potom:
pokud {a,} je posloupnost kladnych ¢lend, je nh_)ngo ¢n = +o0,
pokud {a,} je posloupnost zdpornych ¢lend, je Jim ¢, = —o0,
pokud {a,} mé nekoneéné mnoho kladnych ¢lent a nekoneéné mnoho zapornych
¢lent, nemd posloupnost {c,} Zddnou limitu;

(d) je lim dy, = V/A pro vlastni limitu A, a dale pro A = +oo je dim dy, = +o0.

Formalni ,kalkul“ s nekonecny:

1 1 + okud jsou vSechny ¢leny kladné
— =0 = TP J5ouY yUe . V400 = +00
+o0 0 —o0 pokud jsou vSechny ¢leny zédporné
sy ;. .,y . , . Gn _ 1 RRT 1 _ A
Spojeni vét 4, 5 d4 navod na vypodet limity podilu, tj. nll)ngo = nli)rgo an nll)rgo =5

a

0] .. , L . " .
Zde narazime na zlomky H e 0 ” tj. dalsi neurcité virazy, které obecné nelze vyhodnotit.
00

Napftiklad:

PI‘O {O‘,n} = {n}7 {bn} = {TLZ}, {kn} = {n + 1}9 je nll)ngo an = nll)ngo kn = nlggobn = +00.

v X . BT T 1 _ . + _
Spoctéme: nl_l_{n = nlgn oy = nlgn =0 [ ,vyslo® ”T—OO“ =0].
. : b : n® __ 1 _ g1~ || Fooll —
Ale: nlgn & = lim == lim n = +oo [ ,vyslo l T “ = +00 |
. : kn _ 13 n+l _ 1: 1y _ 16 || +oo |l
A dokonce: nll)moo &= nll)moO L nll)moo (1 + n) =1 [ ,vyslo l——oo H =1].




KAPITOLA 7 7.1. Posloupnosti

Ukdzky vypoétu limit souéinu, podilu a odmocniny:
/ 1
3+0)- —
\ (3+0) +o0

- 1)" RS
nli}rgo (1 + T—L> -v/n = |le-v/+ool|| = +o0; nll%‘o R
U druhé limity je mozno si v8imnout, Ze pro n = 17 nelze zlomek vypocitat a pro n < 17 nelze
provést jeho odmocnéni, nebot je zadporny. Posloupnost je vlastné tedy definovana az pocinaje
osmnactym ¢lenem — podle Véty 1 tim neni limita ,,ovlivnéna“.

=v3-0=0

V naésledujicim feSeném piikladu ukdzeme jak je mozno Gspésné vyhodnotit limity riz-
nych neuréitych vyrazt. Je tfeba zdiraznit, ze se to nékdy podaii za cenu néjakého umélého
obratu (triku).

3n—4
Reseny piiklad 7.1.4. Urdete limity (a) lim n (b) lim (—n3 +60n% —n +9)

n—oo 21, + 9 n—00

1 n?—n+2
(© nboo  n+ 4

5.3n 4 on
() lim VA 13- vn (e) lim +

n—oo 3N — 7 .2n

ReSeni. (a) Na neurdity vyraz o pouzijeme frekventovanou tupravu, kterd asto pomize, totiz ze

Gitatele i jmenovatele zlomku délime n (v jinych piipadech délime n? nebo v/n a podobné):

3n — 4 S _ 4 3_4 3.0 3 3y/n — 4 - 7=
im ——— = lim 22 = lim 1 g:——9=—(Téz: lm VA= E gy *{f:§
n—oo 21 + 9 n—oo S 2 noo £ 4 o 2—-0 2 n—>002\/ﬁ+9 n—»oo2+% 2
(b) Jde o neuréity vyraz || — co + co — oo + 9||; pomize opét tprava:
. 3 2 . TL3 3 2 . 3 n3 nQ n 9
lim (—n°+60n° —n+9) = lim — . (-n°+60n°~n+9) = lim n° - (-5 +60—5 ——+—) =
n— 00 n—oo 7, n—o0 n n n n
.1 1 1 9 .
= lim n -(—I+605—m+$)=ll(+oo) (=1460-0—-0+0)|| = [[(+00) - (—1)|| = —o0.

Toto byl dilezity pfiklad limity mnohoélenu, o niZ plati, Ze je rovna limité élenu s nejvy3si

mocninou - zde tedy ¢lenu —n?>.

(c) Diky technice ukadzané v pfedchozim bodu (b) jsme schopni pfedbé&zné vyhodnotit limitu itatele
(je rovna +00), méme tedy vyraz ||2||. Uzijeme opét vydéleni Citatele i jmenovatele n:

[

n®—n+2 ™

n
- n
n—oo  m+4 ~+

| ==
1+0 N ’

(d) Jde o vyraz |joo — oo||; nasledujici technika vyuziva vztahu (a + b) - (a — b) = a% — b? :

VT3 v = Tim vn+3+4yn /) = lLim (VA+3+vn) - (Vnt3—+n)
nlg{olo n+3 \/T_L_nl—)oo1/n+3+\/h_(m \/_)_nl—mo ,———n+3+\/,r_b

) O S R 3 3 3
T AT mi3tvm =n1£§o\/m+\/ﬁ=m+\/ﬁ:‘lo@+o@“=’l+mH=0

(e) Uprava bude spoéivat ve vydéleni ¢itatele i jmenovatele vyrazem 3" (pozor, 2" nepomiize!) a

n
nasledném vyuziti faktu, ze nli_)m (%) = 0 (geometrickd posloupnost s kvocientem |g| < 1):
oo

5. 3n 4 2n 5.3 4 20 5-1+(2)" 5.140
im = i T3 lim ot = =

nooo 3n — 7.2 | nmoe 3T 7. 2 n—»oo%*7_(%)"_1_7.0"5'
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7.1. Posloupnosti KAPITOLA 7

Dalsi feSeny priklad upozoriuje na nebezpeci nespravného ¢i nedostatecného uziti sprav-
ného znaceni, jez muze vést k ur¢itym nedorozuménim. Zatim jsme vzdy pracovali s vyrazem
li_)m , zde zménime ,pismenko” na k£ a zkoumame lim :
n—od

k—oo
. nt+k 2 y . .
Regeny priklad 7.1.5. Pro ap; = o) + 2 (k,n € N), uréete (a) nango ani (b) kli)ngoan,k.
Reseni.
: . (n+k 2\ . [1+E 9 2
(a) Zde k je parametr (pevné &islo): nll)ngo (n | + ﬁ) = nll)xglo (1 n % + ﬁ) =1+ =
k2 2
(b) zde n je parametr (pevné &islo): kli)rgo (Z :LL T+ k_2> S “21010 + EH = || +o00+0| = +o0

ULOHY K RESENI

1. Napiste prvnich pét ¢lend posloupnosti
. —_1\n n
(a) {2+sinnm} (b)) {10-5n} (o) {H} (@) {10-2"} (o) {=FL @ {(-3)"}
2. Navrhnéte vzorec pro n-ty ¢len zadané posloupnosti
(a) {1,4,7, 10,13, ...} ) {1, 53 & =, -} ) {-1, 3 -3 3 —5 -}
3. VysSetfete monotonii a omezenost zadanych posloupnosti
0 n 1\" 1\"
() {1-2"} ) fi-20} ©@{1-2" @{1-(3)"} ©{1-(-3)"}
4. Experimentujte s kalkulackou a pokuste se odhadnout asymptotické chovani posloupnosti
n n n+1
@{¥5)  wem e ofE ef{enT)
5. Urcete

@ (3) eum () eum(g) @ (-f)

. . m L .
(e) nll,bnolo cos (nm) (f) nll)rrc}o cos <n§> () nlgxgo sin (n) (h) nlglgo(—l)” + cosnmw
i) lim ——— j) li —5 k) lim 2" 2)" (1) lim 100 2
W ey Olimgee 0 im2 -7 () o100 -2

6. Pii vySetfovani neurcitych vyrazi vyuZijte zkuSenosti z feSeného prikladu 7.1.4.

. 2n-—3 . 2n% -3 . 2n?2-3
QS ®) fo T8 © et

. 14+n . 3nd —1 Cond—2n2+3
(d) A, 1—+/n (¢) o} nd+2n2+3 ®) o8 nt + 11
(g) lim n® —2n? +3 (h) lim vVn?2+1+4+n (i) lim vVn2+1-—n

n—oo n—o0 n—oo
() lim vA—d—vaT3 (0 lim =21 M) lim 2 =T
J nggo " n nglolo 3"+ 7 nl’ngo 3" + 5™
3 3n? —4
7. Jsou dany posloupnosti  a, = 5 1 Z, n = —:2—+—1 .
Urcete lim (ap +bn),  lim (an —bp), lm anbn,  lim b—: lim \/ag,  lim Vbn

8. V zadanych vyrazech (n, k € N) najdéte limity jednak pro n — oo, jednak pro k — co

n n k n n2
@n-2% MF (- j;; () (%) + (%) (@) 73 “_Lg (f) kn? — k
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KAPITOLA 7 7.1. Posloupnosti
APLIKACE

(A) Hospodaiska (finan¢ni) matematika je disciplina, kterd se zabyva vypocty turokd,
splatek, diichodi, odpisi atd. Zakladnimi pojmy trokového poctu jsou jistina, drok, drokovd mira.
Jistina P je penézni ¢istka (vklad) ulozend napt. do banky. Urok je ¢4stka, kterou banka vyplati

vkladateli za uloZené penize, pricemz Urokova mira r v procentech udava, jakou ¢ast jistiny obdrzi
navic vkladatel za urokovaci obdobi (zpravidla 1 rok); pocet irokovacich obdobi ozna¢ime n.
Koneénd ¢astka vkladu po absolvovani n urokovacich obdobi se uréi v pripadé jednodu-
chého droceni vzorcem J, = P(1+4 5 - n), a v piipadé sloZencho droceni S, = P(1+ 55)".
SloZené uroceni d& vétsi vynos, nebot zahrnuje na rozdil od jednoduchého téz troky z troki
atd.
Reseny aplikaéni piiklad 7.1.1. Otec uloi pravé narozenému ditéti na spofitelni knizku se 4%
urokovou mirou 100 tis. Ké. Jakou ¢astkou bude potomek disponovat v dobé svych 50. narozenin?
Reseni. Jistina je 100 tis. K&, r = 4%. Ze vzorce pro slozené tiro¢eni Sso = 100(1 + 155)% = 710.
Potomek bude tedy v dobé svych 50. narozenin disponovat ¢astkou 710 tis. K¢.

Pro porovnani — jednoduché troceni d4 Jso = 100(1 + 1_36 -50) = 300, tj. 300 tis. K¢.

Reseny aplikaéni piiklad 7.1.2. Pro stroj porizeny za cenu 110 tis. K& porovnejte dvé varianty
planu odpist na 5 let — linedrni odpisy s kazdoro¢ni odpisovanou ¢astkou 20 tis. K¢ a geometrické
odpisy s kazdoroénim odpisem 40 % predchozi zistatkové hodnoty.

ResSeni. (Vypodet v tis. K&) V prvnim p¥ipadé tvoii ziistatkové hodnoty stroje 1. az 5. rok po
pofizeni aritmetickou posloupnost a; = 90, a2 = 70, a3 = 50, a4 = 30,a5 = 10, tj. a, = 110 — 20n.
P#i geometrickych odpisech plati o zistatkovych hodnotach vztah gn4+1 = gn — gn - 1%% = gp - 0.6,
tj. klesaji geometrickou posloupnosti g, = 110 - (0.6)"; tj. g1 = 66,92 = 39.6,93 = 23.76,94 =
14.256, g5 = 8.5536. Dilezity (napf. z pohledu dani) je ,zrychleny“ pribéh v druhém modelu.

(B) Modely jeva a procest v pfirodé&. Prvoci nebo bakterie se rozmnozuji tak, Ze
z kazdého jedince vznikaji za urcitou dobu délenim vzdy dva samostatni jedinci. Rist takové
populace je mozno modelovat pomoci geometrické posloupnosti.

Reseny aplikaéni p¥iklad 7.1.3. Prvok se mnozi délenim jednou za 24 hodin. Vyjdéme z poétu
5 prvoki (1. generace) a piedpoklddejme, Ze 40. generace bude zaujimat objem 1m3. P¥edpokl4-
dejme, Ze se prvoci stale rozmnozuji a nehynou. Odhadnéte, kolik prvokid ma 50. generace a jaky
bude zaujimat prostor.

ReSeni. Pocet prvoki roste geom. posloupnosti 5, 5-2, 5-2-2, 5-2-2-2, ..., tj. posloupnosti tvaru
pn = 52771 40. a 50. generace maji pyo = 5237 =2.75- 101, psog = 5249 = 2.81 - 101 a objem
se tedy zvysi za poslednich 10 dnt vice nez 1000-krat, tj. na vice nez 1000 m3.

(C) Diferenéni rovnice. Teorie diferencnich rovnic se zabyva analyzou chovani posloup-
nosti na zdkladé vnitinich vztahi mezi jejich ¢éleny. Napiiklad linedrni diferencni rovnice
1. 7ddu mé tvar ynpy1 + q - yn = by, kde ¢ € R, {b,} je zndméa posloupnost (tzv. pravd
strana) a {y,} hledand posloupnost spliiujici uvedenou rovnici. Odlisnost mezi obecnym a
partikularnim feSenim diferen¢ni rovnice bude v tom, ze v druhém pripadé je nutno vyhovét
jesté néjaké dalsi podmince (napf. je pfedepsina konkrétni hodnota y;). Teorie rozlisuje dva
pripady:

homogennt ptipad, tj. {b,} je nulovd posloupnost; pak obecné feSeni je geometricka
posloupnost tvaru y, = ¢- (—q)", kde ¢ je volitelna konstanta,

nehomogenni pfipad, tj. {b,} je nenulova posloupnost; potom obecné FeSeni mé tvar
Un = ¢ (—q)" + 2,,, kde {z,} je né&jaka konkrétni posloupnost Fesici rovnici nehomogenni.
Ziskani posloupnosti {z,} muiZze byt obtizné, ve specidlnim piipadé pomize nasledujici:

je-li b, = u(n)-r", kde u(n) je mnohoclen stupné k£ v proménné n, pak existuje mnohoclen

v(n) stejného stupné tak, ze z, = v(n)-r™ (pror # —q) nebo z, = n-v(n)-r" (pror = —q).
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7.1. Posloupnosti KAPITOLA 7

Reseny priklad 7.1.4. Reste line4rni diferenéni rovnice 1. fddu s danou poéateéni podminkou
() Yn41 +5yn =6n —11, y3 =251 (b) ynt1 —2yn =16-27, gy =12
Reseni. (a) Piislusnd homogenni rovnice m4 feseni y,, = (—5)". Prav4 strana nehomogenni rovnice
je pak b, = n + 2 (pfesnéji b, = (n + 2) - 1), hledame tedy jedno feSeni nehomogenni rovnice ve
tvaru mnohodélenu 1. stupné z, = A - n + B, kde je tfeba urcit ¢isla A, B. Dosadime ho pfimo do
zadané rovnice: (A-(n+1)+ B)+5-(An+ B) = 6n — 11. Po jednoduchych tpravich mame
n(A+54A—-6)+ (A+ B +5B+11) = 0 a vzhledem k tomu, Ze na pravé strané vzniknul nulovy
mnohoc¢len, je nutné pro levou stranu jednak A+54A—-6=0,tj. A=1atéz A+ B+5B+11=0,
¢ili 6B + 12 =0, tj. B = —2. Obecné FeSeni zadané diferenéni rovnice je y, = ¢+ (—5)" +n — 2.
Podminka y3 = 251 vede nakonec na rovnici ¢ - (—5)% + 3 — 2 = 251, tj. —125¢ = 250 a méme
¢ = —2. Koneéné fefeni: y, = —2(=5)" +n — 2.
(b) Obecné feSeni pfislusné rovnice homogenni y, = ¢+ (—(—2))" = ¢- 2". Pfi hledani {z,}
je tfeba si v8imnout, Ze r = —¢; proto bude mit tvar z, = n- A - 2" (A zastupuje neznimy
mnohod¢len 0-tého stupné). Dosadime do nehomogenni rovnice:
(n+1)-A-2" —2.n-A.2" =16 2"; po rozndsobeni a Gpravé mame 24 = 16, A = 8.
Obecné teseni: y, =¢c-2"+8-n-2"
Chceme-li vyhovét podmince y, = 12, feSime rovnici 12 = ¢- 22 + 8- 2. 22, z niz vyjde
¢ = —13. Vysledek: y, = —13-2" + 8 -n - 2™

Pavucinovy model pfi studiu rovnovahy trhu. Sledujme vyvoj ceny vybraného druhu
zbozi na trhu - tj. ziskdme posloupnost cen py, ps, ps, - . . pro jednotlivd obdobi, kde jsou odpo-
vidajici objemové hodnoty nabidky zbozi Si, Ss, 53, ... a poptavky po zbozi Dy, Do, D, .. ..
V jednoduchém linedrnim modelu predpokladdejme vztahy D, = —a; - p, + b1 (poptavkova
rovnice), Sy41 = az - pn, + b2 (nabidka reaguje na cenu v pfedchozim obdobi). Podminka pro

rovnovahu na trhu tedy zni D,,.1 = S, ;. Po dosazeni dostdvame linedrni diferenéni rovnici
. ay by — by
1.r4du pro posloupnost cen {pn} ve tvaru ppy1 + —pp = .
ai ai

Reeny aplikaéni priklad 7.1.5. Reste pavuéinovy model pro poptévkovou rovnici

D,, = —0.4p,, + 46, nabidkovou rovnici Sp+1 = 0.2p, + 40 a pocatedni cenu p; = 7 K¢.

Re%eni. Podminka rovnovahy: —0.4p, ;1 + 46 = 0.2p,, + 40 vede na lin. diferenéni rovnici p,y1 +
0.5p, = 15. Obecné feSeni homogenni rovnice je p, = ¢ - (—0.5)". Jedno FeSeni nehom. rovnice
hleddme ve tvaru z, = A (mnoho¢len 0-tého stupné); po dosazeni A + 0.5+ A =15 je A = 10.
Obecné Feseni je pak y, = c- (—0.5)" + 10 a po uvaZeni podminky y; = 7 zjistime z rovnice
7 = ¢ (—0.5) + 10, ze ¢ = —6. Vysledny model: p, = 6 - (—0.5)" + 10 popisuje kolisani cen
v posloupnosti 7, 11.5, 9.25, 10.375, ... s limitni cenou nli_}rgopn =6-0+10=10 K¢.

APLIKACNI ULOHY K RESENI

1. Na jakou ¢astku vzroste za 10 let vklad 220 000 K&, je-li uloZen s rokem 9% ? Za jak dlouho
se vklad zdvojnasobi?

2. Uréete zistatkovou hodnotu stroje pofizeného za 2.5 miliénu K¢ za 15 let, je-li roéni odpis 7%.
Jak vypada odpovidajici plan linedrnich odpist, aby byla stejna zistatkovd hodnota?

3. V kolonii je 5000 bakterii, které se mnozi délenim po 3 hodinach. Kolik bude bakterii v kolonii
za 2 dny. Za jak dlouho prekrodi jejich mnozstvi 5 miliéni ?

4. Reste diferenéni rovnice s po¢ateéni podminkou

(@) Yn+1+2yn =0, y1 =2 (b) Yny1 —2yn =5-3", gy =12

(€) Yynt1—Yn=n+1, y2=0 (d) Ynt1 =3y =(n+1)-27, yg=1
5. Diskutujte pavucinovy model fes. apl. pt. 7.1.4., jestlize se zméni nabidkova rovnice na

(a) Spy1=10.2p, + 30 (b) Spy1 = 0.6p,, + 44
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KAPITOLA 7 7.2. Nekone¢né tady

7.2. Nekonecné rady

Definice. Pro kaZdou posloupnost {a,} definujeme nekonecnou (¢iselnou) fadu jako vyraz
oo

a1+ as + az + ... a oznacujeme symbolem nekonecného souétu Y a,.
n=1
Dale zavadime ddstecné soucty této rady jako Cleny posloupnosti s, = a1 + as + ... + a,.
Jestlize ma posloupnost ¢asteénych souctd {s,} vlastni nebo nevlastni limitu S, ¥ikdme ,
o0
7e Tada konverguje nebo ze diverguje k foo a piSeme Y a, = S. Jinak fikdme, Ze fada

n=1
diverguje nebo Ze nemé soucet.

Ukazky:

o0

X mrmEEy) =t tar et S1= 4 52 = 95 53 = 1qg>- -

=1 _1.,1.,.1_.1 I 3 11 25
n§152T+§+§+2+... harmonickd Fada s1=1,82=5,83=%,54=7%5,. -
o0 T
Zlaqn—1:a+aq+aq2—|—... geometrickd Tada, q je kvocient sn:a-g——q:l1

n—

Cleny fady mohou tvofit mimo ¢&isel také funkce (tzv. funkcni fady), napt.:

oo
anz™ = ag + a1z + asx® + ... mocninnd (potencni) fada
n=1

O sou¢tu nekonefné mnoha ¢isel mizeme uvazovat diky prevodu problému na limitu po-
sloupnosti ¢asteénych souc¢ti. Pokud ma mit fada kone¢ny soucet, musi byt ovSem pfispévky
¢lent s vysokym indexem dostateéné malé (ale ani to nemusi stadit).
o0
Véta. (nutnd podminka konvergence) Je-li fada Y- a, konvergentni, je nutné nlgl(r)lo a, = 0.
n=1
Dikaz. s, = a;+as+. ..+a,. Rada konverguje pravé tehdy, kdy?z existuje nli)néo sp = 5. Posloupnost
{sn—1}32; je definovand az od 2. ¢lenu a je vybrand z posloupnosti {s,}; ma tedy stejnou limitu
lim s,_; = S. ProtoZe a, = sp — $p—1, plati lim a, = lim (s, — sp—1) =5 -5 =0.
n—00 n—oo n— 00

Ukazky:

. 1 1 1 1 . _ T “
Pro fadu 4+ 155505 + 100000 T Too008 T - 100000 T -+ 4€ Sn =4+ (n—1) - 5oge5 @ ziejmé
lim s, = 4+oo~m‘:+oo.

n—o0

I kdyz jsou v predchozi ukdzce piispévky do souctu velmi malé, je jich ,prili§ mnoho“ — véta
vyzaduje, nejen aby byly malé, ale aby se ,zmenSovaly k nule“. Ani to v8ak nemusi stadit (jde
o podminku nutnou, ale ne postacujici).

o0
Dulezita ukazka: > % =1+ % + % + ;11- + ... =400, tj. harmonicka rada diverguje k +o0;
n=
Klasicky ucebnicovy piiklad (dikaz je obtiZnéj$i — muZete téz experimentovat s programova-
telnou kalkulackou). Fakt, Ze soudet 1+ % + % + % + % + ... roste nade vSechny meze, prekvapi.
I zde jsou pfispévky ,pfili§ velké“.
Zatim jsme je$té nevidéli zddnou konvergentni fadu (samoziejmé kromé& 0+0+0+0+...).
Nasledujici reseny ptiklad je proto vyznamny.

ad 1 1 1 1 1
Reseny ptiklad 7.2.1. Dokaite, Ze = + + +oiit———+...=1.
y P » 2 ;n(nﬂ) 12733734 " Tamrn "
Regeni. Nejdfive mald tiprava n-tého &lenu ;Z(nl+—1) = % — ;}ﬁ Pro n-ty CasteCny soucet je pak
_ 1 1 1 1 _1_1,1_1.,.1_1 1 1,1 1 _ 1
Sn=T3tzstsat - tamm=1"2ts"sts st Ftaa—ntr—mr=l-a
. - 1 .
atedy Jim s = [1- 5] =1
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7.2. Nekonecéné rady KAPITOLA 7

Zakladnim piikladem nekonecné fady je fada geometrickéd, kterou kompletné vysSetiime.

58]
Vé&ta. Nekonecénd geometrickd fada Y. a¢" ! = a+aq + aq®> + ag® + ..., kde a # 0,

n=1

a . N ’ 2 v
pro |¢| < 1 mé soucet 1 ,  pro g > 1 je divergentni k +o00, pro ¢ < —1 nemad soucet.
—4q

. 7 v o’ v I v n__
Dukaz. Vyjdeme ze vzorce pro n-ty ¢astecny soucet s, = ag—_—ll.

q
Je-li |¢| < 1, hned vidime, Ze lim s, = a%=3 = ;.
n—ro0

q 1—¢
Jellig=1,jesp,=a+a+a+...=naa nli}rgo Sp = £oo (zalezi na znaménku a, navic a # 0).
Je-li ¢ > 1, je le Sp = ”a‘“’f;l “ = +00 (opét podle znaménka &isla a).
n—oo
Je-li ¢ = —1, fada ma tvar a —a +a —a + .... Posl. ¢asteénych soucti a, 0,a, 0, a, ... diverguje.

Je-li ¢ < —1, posloupnost ¢astecnych soucti je alternujici a nema limitu.
« o0
Véta (o zaatku fady). Necht k je pfirozené &islo. Rada Y- a, je konvergentni, pravé kdyz
n=1

xQ
je konvergentni fada ) a4, a pak plati:
n=1

00 0
Z a1+a2+ +ak)+2ak+n

n=1
(o]
Dukaz. Oznaéime n-ty casteény soufet fady . a, symbolem s,, n-ty ¢asteény soucet Fady
n=1
Z ak+n symbolem ¢, a U = a; + a2 + ... + ax koneény soudet prvnich k ¢lend posl. {a,}.

Platl sp = U + t, a pro limity hm spn=U+ hm iy, (také otdzka konvergence je jasnd).

Vyznam véty je jednak v konstatovani, Ze ,zaCatek“ rady nemad vliv na jeji konvergenci (pfi
zméné nékolika podatednich ¢lent se ovSem muze zménit soudet fady), zarovenr véak umoziuje
rozdélit proces s¢itdni na dvé ¢éasti — na koneény ,zacatek“ fady (ten muZe byt nepravidelny)
a nekonecny ,zbytek“, ktery seCteme néjakou séitaci technikou (tfeba jako nekone¢nou geome-
trickou fadu).

o0
Reseny priklad 7.2.2. Sedtéte S a, =4 + 0.5+ (0.5)% + (0.5)% + (0.5)* +
n=1
o
ReSeni. Uzijeme predchozi dvé véty: Z anp = 4+ X (05)" =4+ % = 5 (druhd fada je
= n=1 )
geometrickd, v niz a = 0.5,¢ = 0.5).

Nasledujici véta vysvétluje, jak je mozno kombinovat konvergentni rady.

o0 0.9)
Véta. Jsou dany konvergentni fady > a, = A, ¥ b, = B a ¢islo r € R. Potom plati:
n=1 n=1

o (.}

> (an+b,) = A=+ B, > (ra,) =rA.

n=1 n==1
ReSeny priklad 7.2.3.
1 10 1 10 1 10 SS RC=As R : 13
st tmtmtatg T ;(5) —10;(5) = _%—101_%_1—10-1_—5

(8lo o ,kombinaci“ dvou geometrickych fad).
POZOR. Analoglcke prav1dlo pro Soucm éi podll neplati:
napf¥. jsou-li Z an = Z (0.5)" =1, Z b, = Z (0.2)™ = 0.25, je ovSem Z (0.5)™ - (0.2)" =

n=1 n=1 n=1 =

00 n o0
= > (01)"=3 L -£1.0.25. Dokonce podilové fada nzl %W)Ln = n§l(2.5) je divergentni k +oo.
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KAPITOLA 7 7.2. Nekonec¢né tady

V dalsim pracujeme s fadami kladnych ¢isel — jejich posloupnosti ¢asteénych souéti jsou
rostouci, takze bud konverguji nebo diverguji k +o0o. K prokazovani konvergence téchto rad
byla odvozena tzv. kritéria konvergence.

-~ 0 o0
Definice a Véta (srovndvaci kritérium). Rada Y~ b, se nazyvad majorantou fady 3 a,

n=1 n=1

X0 o0
jestlie pro kazdé n je b, > a, (fada Y a, se pak ov8em nazyva minorantou fady ¥ b,).
n=1 n=1

Pro takové dvé fady s kladnymi ¢leny plati:
o0 x0
kdyz fada Y b, konverguje, pak i fada ) a, konverguje;
n=1 n=1

kdyz rada Y a, diverguje, pak i fada § b, diverguje.
n=1 n=1

K dikazu si staéi uvédomit vlastnosti monoténnich posloupnosti. Véta slouzi k prokdzani jednak
konvergence (nalezeni vhodné majoranty), jednak divergence (nalezeni vhodné minoranty).

o0 1 o
Reseny ptiklad 7.2.4. Prokaite: (a) fada nZ::l 2 konverguje, (b) fada Z % diverguje.
ReZeni. (a) Plati i =1+ Z ; a dale ! < ! coz znamena, ze zbytkova
n? +12 n+1)?2 -~ n(n+1) ’

fada ma konvergent_ni majorantu (v1z feSeny pf. 7.2.1.).

-1— % (harmonické fada diverguje).

g

x0
b) Pro rfadu -L mame divergentni minorantu, nebot
n:lvﬁ &

Véta. Pro kazdou radu § a, s kladnymi ¢leny plati:

n=1

d’Alembertovo [dalambérovo] (podilové) kritérium. Existuje-li lim fnt1 _ L, pak:

n—00 an

1. je-li L > 1, je rada divergentni,
2. je-li L < 1, je trada konvergentni,

Cauchyovo [késiovo](odmocninové) kritérium. Existuje-li lim {/a, = L, pak:

1. je-li L > 1, je fada divergentni,
2. je-li L < 1, je fada konvergentni,

Poznamka. Pro L = 1 nedaji kritéria zadny efekt — je nutno zkouset dalsi (viz kreativni tlohy).

Reéen}’r pf'iklad 7.2.5. Zkoumejte konvergenci fad

n > = [2n+T7\" > =1 .o
Ean = Z o (b) an = Z <5n+ 1) (c) ch = Z o (dulezitd fada !)
n=1 n=1 n=1""

n=1
a n n+1
A P , s, . . +1 . v
Regeni. (a) Podilové kritérium: lim —= = lim £~ = lim 2.1 = 1; fada konverguje.
n—oo  a, n—00 oI n—oo M

P L, N 0 e Y y
(b) Odmocninové kritérium: lim {/bn = lim (Em " 1) = lim 2nt? = 2; fada konverguje.

(c) Srovnévaci kritérium: najdeme konvergentni majorantu

1 X 1 , 1 1 1
1= 14 plati: - < —
2" L oy Pt e S T e ) ST 2 o
oo

fada tedy konverguje a navic plati rovnost 1+ 3 % =1+ % + 51—. + % + % ... = e (Eulerovo é&islo).
[l TR R TRL

; pavodni
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7.2. Nekonec¢né rady KAPITOLA 7
ULOHY K RESENI

1. Experimentujte s kalkulackou — uréete ¢astecny soucet sijg pro

@S OEF OXd @OXghy ©@UXd O &

n=1 n=1 n= n=1 n=1

2. Sectéte rady

(a) 0.6 +0.06 + 0.006 + 0.0006 + ... (b) 2+2+%+§g+3—%+..
() 3+3+3+F+&+... d 1-1+i-Lt+1-

n~1
(€ 3-i4l_Ll Ll () 1+F+.+(F) +.

3. Sectéte rady
@ SO+ ®) 3 (F-) @ X% @3

n=1 n=1
4. Dokaite, 7e 3+3+ i+ +s+a-.-=1
5. Zdtvodnéte, pro¢ jsou dané fady konvergentni nebo divergentni

@ EmmtE O (V2) @YX @E-n (@ L

o0 o0 o0
6. Provéfte nutnou podminku konvergence: (a) TEI 7—153—:1_—22—” (b) nz_:l Sno (o) ngl m
7. Aplikujte kritéria konvergence na fady
= 1 = 1 X = _ = 2n X 3n4l
(a) X 75 (b) ¥ == () ¥ & (d) ¥ 55w (G)Zm (f) > 5
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

APLIKACE

(A) Finan¢ni matematika. Uplatiiuji se vzorce pro n-ty ¢asteény soucet aritmetické a ge-
ometrické rady. Pfipomenme si oba jesté jednou:
n
M geometricka fada s, = alq — 1.
2 g—1
Reseny aplikaéni piiklad 7.2.1. Kolik naspoiime za dva roky na tétu s mési¢nim piipisovanim
aroceném 9 % p.a. pfi mési¢nim vkladu 500 Ké& ?

aritmeticka rada: s, = na; +

Reseni. Urok 9 % p.a. je roéni — pro mésiéni pfipisovani to znamena %% = 0.75%. Podle vzorce
pro slozeny trok (2 roky je 24 trokovacich obdobi) mame pro jednotlivé polozky spofeni

500 (1 + 228)" 1500 (14 %28)™ + 500 (1 + 92)™ + ... + 500 (1 + 322)" 1 500 (1 4 822) =

500 - (1.0075%* + 1.0075% + 1.0075%2 + ... + 1.0075!) = 500 - (1.0075 - %‘%}1) = 13192.44K¢.

(B) Prevod periodického ¢isla na zlomek. Utvofime desetinny rozvoj daného &isla
a nasledné pomoci sou¢tu geometrické rady jej prevedeme na zlomek.

Reseny aplikaéni piiklad 7.2.2. Neryze periodické &islo a = 0.2348 prevedte na zlomek, jeho?
ditatel 1 jmenovatel jsou piirozend ¢&isla.

ReSeni. RozepiSeme a = 0.234848... = 0.23 + 48 - 107* + 48 - 1076.... Na pravé strané je tedy
Cislo 0.23 a pak jiz jen Cisla, kterd tvofi geometrickou posloupnost s prvnim &lenem a = 48 - 10~%
a kvocientem ¢ = 1072, Je tedy a = 0.23 + s, kde s je soucet vsech élenﬁ geometrické posloupnosti.

— 48-10—4 — _ 2325
lq|<1, tedy s = 1595== 9900 Dané ¢islo lze vyjadrit ve tvaru a = 100 + 5966 9900 9900 *

(C) Ruzné geometrické tvahy. Prikladem je vypocet délky nekoneéné lomené ¢ary. Po-
kud zndme vztah mezi jednotlivymi prvky dané posloupnosti ¢ar miZzeme spocitat pomoci
vzorce pro soucet geometrické rady vyslednou délku lomené éary.
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KAPITOLA 7

7.2. Nekonec¢né rady

Reseny aplikaéni p¥iklad 7.2.3. Z vrcholu C = Cy, leziciho proti pfeponé rovnoramenného pra-
vouhlého trojiihelnika, vedeme kolmici k jeho pfeponé AB, z jeji paty C; vedeme kolmici k odvésné

AC,

z jeji paty Cq kolmici k preponé AB atd. (viz obr.) Oznaéme a,, délku tsecky Cp,_1C), a uréeme

délku lomené ¢ary, jejimiz hranami jsou usecky s délkami a1,az,a;3. ...

Reseni. Protoze jde o rovnoramenny pravouhly trojihelnik s pieponou AB, je

C

| LABC |=| LBAC |=45°. Vyska CC) k zdkladné AB je

2 zaroveh osou pravého thlu ACB, takze | ZBCCy |= 45°.
Proto je CC} o délce a; stranou ¢tverce, ktery ma thlo-

piicku BC o délce a. Z toho plyne, ze je a = a;+/2 &ili

45° a = —\“5 Obdobné je C1C5 o délce ay stranou &tverce
o s thloptitkou CC) o délce ay, takze je as = %; déle je

as = % atd. Délky usecek, které jsou stranami prislusné
lomené cary, tvori geometrickou posloupnost s prvnim
ay Cs Clenem a; = % a kvocientem ¢ = :/1—5, pro né&jz plati

42| g4 >\ l g |< lbDélka lomené ¢ary se tedy rovnd
V2 a NG
s = = =a(Vv2+1).
= CO 02 04 A ]. —_ \/i - ]. ( )

Sl

APLIKACNI ULOHY K RESENI

1.

Periodické &islo prevedte na zlomek, jehoz Citatel i jmenovatel jsou pfirozend ¢isla

(a) 0.1111... (b) 0.21 (c) 3.14 (d) 5.146 (e) 2.7182 (f) 3.2394

Kolik naspofime za t¥i roky na uctu s mési¢nim (pololetnim) pfipisovinim uroéeném 12 %
p.a. pfi mési¢nim vkladu 800 Ké (pololetnim vkladu 4800 K¢)?

Prvni krychle mé4 hranu délky 1dm, a kazda dalsi m4 hranu délky polovi¢ni nez piedchozi.
Urdete celkovy povrch a celkovy objem takové nekonecéné rfady krychli.

KREATIVNI ULOHY KE KAPITOLE 7

1.

Navrhnéte, jak bude pokracovat posloupnost
(a) 1, 3, 7, 15, ... (b) 1, 3, 13, 63, ... (c) 3, 11, 123,
Je-li p pFirozené ¢islo zapsané v desitkové soustavé, pak ¢islo cif(p) je definovano jako ciferny

soucet zapisu éisla p. Sestrojte prvnich pét ¢lenti posloupnosti s prvnim ¢lenem 1227, je-li
posloupnost tvofena podle pravidla: an1 = cif(ay).

Poditejte nékteré slozitéjsi limity vedouci na neurdité vyrazy:

2+10
(a) lim vVn?2+10—-n (b) lim n (c) lim 3n—v9n? —20n +1
n—00 n—00

n—0o0 n
) (2n 4 1)11 ) 3n+2 _ 4n—1 ]
(@) Jim “o oy (@) Jim e (O lim Va(Vr+1- Vi)

Plati véta: Necht {a,} je posloupnost kladnych ¢isel a necht existuje limita li_)m Intl _ 1,
n—0  qn

Potom existuje téz nle /ay, a navic je téz rovna L. Pouzijte vétu na vypocet limit:
o0
o oy - N T
(a) nl_l_)rglo Yn  (b) nll)ngo Vn! (c) nll)rgo V23 (d) nli)ngo V3— 32 (e nll)ngo V3 —2

Rolnik se rozhodl koupit koné. ,Kolik stoji?“, ptal se proddvajiciho, a ten odpovédél: ,Nic,
ale musis zaplatit za hreby v podkovach. Za prvni hieb zaplati§ 1 halé¥, za druhy 2 haléfe, za
treti 4 haléie a za kazdy dalsi vzdy dvakrat tolik.“ Kazda podkova je pfibita jen Sesti hieby.
Byla by koupé koné pro rolnika vyhodn4?
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7.2. Nekonecéné rady

KAPITOLA 7

6.

Linedrni diferencéni rovnice 2. fddu mé tvar ypio + P - Yn+1 + q - Yn = by, kde p,qg € R
a vyznam ostatnich symboll je stejny jako u 1. fddu. Také teorie feSeni téchto rovnic je
analogickd 1. fadu. Sestaveni obecného feseni homogenniho pripadu ovSem vyzaduje resit
tzv. charakteristickou rovnici — kvadratickou rovnici a? 4+ pa + g = 0. Z jejich kofent se pak
sestavuje obecné FeSen{ se dvéma volitelnymi konstantami ¢, co takto:

pro dva rizné realné korfeny ai, a9 je yp = c1 - al + c2 - af;

pro jeden dvojnisobny redlny kofen « je yp, = c¢1-a" +co - n- o’

pripad komplexnich kofent zde neuvadime.

Pfi hledani partikularniho feSeni je t¥eba urcit hodnoty c;, ¢ na zakladé znalosti dvou ¢lent
zkoumané posloupnosti.

Najdéte obecné i partikularni feSeni homogennich rovnic se zadanymi pocateénimi podmin-
kami

(@) Ynt2 = SYnt1+6yn =0, 41 =y2 =2 (b) ynt2 —dyny1 +4yn =0, y1 =5, y2 =8

(€) Yyn42 —dyn =0, 1 =1, y2 =2 (d) Ynt2 = Ynt1 +Yn, Y1 =y2 =1
In the year 1626, Peter Minuit gave the Man-a-hat-a Indians $24 for the island of Manhattan.
If the Indians had been able to invest the money at 5% compounded yearly could they buy
the island back today?

. Suppose you put 2000 K& in a savings bank every month and the money will grow up by 1%

monthly. What will be the result after one year of such savings?

The number of bacteria in a culture increases from 5,000 to 15,000 in 10 hours. Using a
geometric progression model, derive a formula for the number of bacteria after n hours from
the start. Estimate the number after 20 hours. When will the number be over 80,000 ?

10.If you borrow 5000 DM and repay the loan by paying 500 DM per month to reduce the loan

and 1% of the unpaid balance each month for the use of money, what is the total cost of the
loan over 10 months?

KONTROLNI OTAZKY KE KAPITOLE 7

1.

ook @

Kdy je nekonecnd aritmetickd posloupnost konvergentni?
Kdy je nekoneéna geometricka posloupnost konvergentni?
V Cem je podstata myslenky nekone¢ného souctu?

Co jsou to majoranta a minoranta?

0
Provérte konvergenci dilezité rady ;Ll—, podilovym a odmocninovym kritériem.
n=1"

TERMINOLOGICKY SLOVNICEK KE KAPITOLE 7

posloupnost sequence n-ty ¢len p. the n-th term of s.
aritmeticka p. arithmetic s. geometricka p. geometric s.
monoténni p. monotonic s. omezena p. bounded s.
konvergentni covergent divergentni divergent

limita limit véta o seviené p. the sandwich theorem
rekurentni vztah recurrence relation vybrana posl. subsequence

fada series [téZ mn. &.] Castedny soulet partial sum
harmonicka . harmonic s. alternujici ¥. alternating s.
majorizovat dominate minorizovat subordinate

podilové krit. the ratio test odmocninové krit. the root test
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VYSLEDKY Kap. 2.1.

VYSLEDKY

Kapitola 2.1: Aritmetické vektory
Ulohy k feSeni

Priklad 1.

(a) (1,3,10), (3,3, 1) (b) nejvétsi normu mé vektor 7

(c) (d) dvojice p, 7 a ¢, T jsou ortogonalni

P = (0,400, G = (45, 2 ),

Fn - (?6) —67 —3§>7 gn = (—T67 ?Ga ?6)

Priklad 2.

(a) napt. 7 = (0,5),@ = (¥L,-5),(b) 7 = (86),7 = (1,-1), ||7|]=V2
|G+ ||=3, || ¥ — @ ||= V59 nebo 7 = || 7+ ||= 106

(0,5),1172 = (—“21—17_%% Hﬁ+w2 H: 3,

|| 77— @z ||= v/59

(©) 7= (1,1),% = (~1,2),7-w = 1
Piiklad 3.

d) 7= (0,1),% = (—1,0), || 30—2% ||= V13

(
(a) 7 = (0, 64, —80, —32) (b) 7 = (=4, —14, — 14, —6)
(c) nema4 FeSeni d) £=(2,1,—% 0)
(lej) :E'kl— ((12, 1, —%,-3) (f) Yeenim j V.’E eVy
riklad 4
(a) r € {-2,2} (b) r=-2
c)r=-—= d)vre R
Eeg re {—lll 1 gf)) nemé v R feSeni
272
(g) r € {3,2} (h) Vr e R

Aplikaéni dlohy k reSeni
Priklad 1.
(a) c: x+2y 9=0,a:20—-3y+17=0, b: 4z +y—15=0

(b) 3z +2y—15=0, vp:x—4dy+21=0, v.: 2z —y+3=0
(c) .6m+5y 33=0,t,:y—5=0, t.:3z—y+1=0

(d) o =49°24", 3 =60°15, v="7021

Priklad 2.

(a)a:x=-143t,y=5+2t,2=2+4t, b:x=3—t,y =3+ 4t,2 = 6t,
c:x=3—-4t,y=3+2t,2=21

b)vg:x=3-2t,y=3+3t,z2=0,v:0=—-14+4t,y=5+1t2=2,
Ve:x=24+t,y=7+t,2=6+1

(c)ta:a:=3—%t,y=3+3y,z:4t,tb:$:—1+%t,y:5,z:2+t,
te:x=2—-t,y=7—3t,2=6-—>5t

(d) @ = 47°43', B = 90°, v = 42°17 (e) p:2r +11y —72—-39=0
Piiklad 3.
(a) |l el|=v29,|| f ||= V53 (b) € = 95°51’

Priklad 4.
(Q)pllg:r=1+2t,y=2+Tt,2=3-t k:ox=1+Tty=2—2t,2=23
(b) p :bx—4dy+2=0 (c) 23231

(—40, 56, —24)

Piiklad 5. (@ x 7) x @ = (—44, 80, 36) x ( X 1F) =
(b) 1.05-¢ (c) celkovd cena ndkupu

Ptiklad 6. (a) sniZeni objednavky na 1
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Kap. 2.2. VYSLEDKY

Kreativni alohy
Priklad 1. (1,0,0,0,0),(0,1,0,0
(

Priklad 2. (1,0,0,0),(1,1,0,0),(0,1,0,0),
Piiklad 3. Kruznice k(S;r) : S[1,3], r =5
Priklad 4. Koule o poloméru r =1

Piiklad 5. Skaldrni sou¢in dvou vektortt dé redlné ¢islo a to pak nelze skaldrné nésobit
dalsim vektorem.

Priklad 6. Nulovy vektor

Priklad 7. Napf. v = (—-25,-5,10,0,0)

Priklad 8. Je to norma vektoru u.

Priklad 9. 13,19

Piiklad 10. 32

Priklad 11. musi platit vztah 0 = | (7 x 7) - o |

Kapitola 2.2: Matice
Ulohy k feSeni

Priklad 1.
(a) 2 x4 (b) 4 x 2 (c) nemd feSeni (d) 2 x 2 (e) 4 x 2
(f) 4 x4 (g) 3x2 (h) nemd feSeni (i) 2 x 2 (j) nemé FeSeni
Priklad 2.
0 5
4 =2 136 -1 9
U'W“[—3 13} vy [025] Ul Y
3 —12
730 2 62 35
6226019 o l110- v v | 2615
VU_[3515010} w-u 840 1 vh-ve = 0 0
1860 9 19 10
71 818
1 0 31 46 4 -3
T.yT _ T T _ T 7T _
eV [3625} vt-w 0000 we-u [—2 13}
2—-119
5022013
0-1-1 3 38 22100 5
T, wT — T — T 77
veew [5914—12] v-u 862] UU=10 000
13505
) f—1 44
—-1-101 —124 4 -3
T, — T — T .77 —
veeu L44 2401] vt-v 0 0 wo-u [—2 131
1 1
] 9 5
82 45 1 -9 —-10
. T: T, = : T:
V-V L45 25} ViV L—Q 106} w.v 8 5
30 15
1013
9—-1830 01 1-3 11 -8
WT = .WT — T, —
V-w [50515} w-w 1120 we-w {—811}
3-30 18
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VYSLEDKY Kap. 2.2.

0000 O

1122 -1
Pi#iklad 5. M - N = [7], N-M=12244 -2

3366 —3

4488 —4
Priiklad 6. Chyba je v néasobeni 2. fadku s 2. sloupcem - prvek as, vysledné matice je
spravné roven 5.

Priklad 7.
(a) Asociativnost plati (H-K)-L=H -(K-L)= [

-5
—34
(b) Distributivnost plati (H+ K)-L=H -L+ K L = :13?3

(c) H®— H* = [8 (1)], (HHT - (H')? = [8 8}, LT -H-L=[111], H® = [(1) ﬂ, nem4 feSen{

Aplikac¢ni tulohy k reSeni
Priklad 2.
jizdni Fad, poStovni sazebnik, matice vzdalenosti mezi mésty v autoatlasu, platova tabulka,
matice urceni tfidy rizika uvérové angazovanosti:
Mira zajisténi

All1|1(1]|2] 2

B|1|1{2|2| 3

) . Cl1]212(3| 3
Bonita klienta DIlEEE 3
E|2(2{3(3| 4

Fi2(3{3|4| 4

G|3|3/4|4| 4

Priklad 3*.

15.9 27.8 4.5 13.1 32.3 6.1
100 4 - 0. g _
(8) 404 [6.8 26.8 18.2} H a5 B [5.1 28.3 15.2}%
14.4 30.2 5.3
. o et 100 _
(b) je tieba matice secist 1357z (A + B) = [ 59 976 16.6} %o

Priklad 4.

27660 24655
(8) N-C = [40520 35175
celkem 27 660 K¢& a v pripadé cen pro stalé zakazniky 24 655 Ké (obdobné pan Liska - 2.
radek).

]. 7 toho plyne, ze by pan Zajic v pripadé zédkladnich cen zaplatil

17420 16620 16480

23876 22676 22580J . Pan Cech (1. f4dek) by v pripadé zékladnich cen zaplatil
11650 11100 11040

celkem 17 420 K¢, v pripadé ¢astecné vyhody 16 620 K¢ a v pripadé cen pro stalé zakazniky
16 480 K¢&. Obdobné pan Némec (3. fadek), pan Polak (2. radek).

18000 15750
24920 21780
12100 10700

(b)N-C =

(c) N-C=
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Kap. 2.2. VYSLEDKY
Piiklad 5.
(a) prvni fadek matice L udava normy prace pro jednotlivé etapy vyroby ¢lunu pro jednu
osobu (stfihani, kompletace, expedice); prvni sloupec matice M davd mzdové hodinové né-
kladnu pro jednotlivé etapy vyroby. Sou¢in téchto dvou vektorti nam tedy dava celkové
mzdové naklady na ¢lun pro jednu osobu v poboéce FI.
(b) Sou¢in matic L - M dava celkové naklady na finalni produkt za obé pobocky.
Priiklad 6. .
0.85 10.2%
0.20 | 1012 = [ 2.4%
zatimco u muzi, ktefi tuto kosmetiku zatim nepouZivaji vzroste prodej o pouhd 2.4%.
Piiklad 7*.
0.8
(@) A=1g3|
vajicich vefejnou dopravu. Po mésici se tedy pocet lidi vyuzivajicih vefejnou dopravu zvysil
z 25% na 42.5%, tj. 0 17.5%

, tj. u muzi kosmetiku jiz pouzivajicich vzroste prodej o 10.2%,

B= [0.25 0.75}; souc¢in matic B - A = 0.425 dava celkovy pocet lidi, pouzi-

0.8
0.3
tzn. po dvou mésicich pocet jiz bude pouziat vefejnou dopravu 51.25% lid{ (nariist oproti prv-
nimu més. o0 8.75%). Podobné po tfetim més. dojde k nartstu oproti druhému més. o 4.375%.

(b) zmény po dvou mésicich ziskdme souéinem matic B;-A = [0.425 0.575] : = 0.5125,

Kreativni alohy.
Priklad 1.

(a)OO 10 01 00 00 11 00 10
00 00 00 10 01 00 11 10
01 10 01 11 11 10 01 11
01 01 10 01 10 11 11 11
(b)OO 10 00 10 01 11 01 11
00 00 01 01 10 10 11 11
(©) 00 10 00 10
00 00 01 01
Piiklad 2.
fadkové soucty - pocty prihravek vyslanych od jednotlivych hracd; sloupcové soucty - pocty
vSech prihravek pfijatych danym konkrétnim hraéem. Napf. celkovy pocet piihravek ptija-

tych obranci - soucet podtrzenych sloupcovych soucétd - hovori o intenzité tlaku na obranu
nebo naopak celkovy pocet prihravek prijatych neobranci - hovofi o intenzité Gtoku atd.

Priklad 3.
H(A+B) =
Priklad 4.
(a) napt. X e {| 2], |°

a) napr. gl
Priklad 5.

1 -9 _ -9 _
(a) napt. U = [i ijl Vo= [ 12 2] (b) matice z bodu (a), V-U = [ 12 24]
2

33 26
97 7T

3 o x =t ©x=[714]

ot =
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VYSLEDKY Kap. 2.3.

Priiklad 6.
(a) zddna (b) nilpotentni Vo € R: 4% =0
Priklad 7.
(a) The labor cost for producing one (b) M-N =
y,model B calculator in California is

15
(0.25,0.20,0.05) [12
4

3.65 3.00
6.35 5.20

for producing both model calculators.

] - the whole costs

} = $6.35

Priklad 8.

12 03
x= )=o)
Priklad 9.
plati (A + B)? = 2(A? + B?)

Priklad 10. 5 o

12 52 - —~1 -2
S ETT 2 1/ I R s i | B O
Priklad 11.

Pravdépodobnost, ze bude v sobotu prset je rovna prvku p3, matice P3, coZ je pfiblizné
12.7%.

W =t
[SSIENSIN

Kapitola 2.3: Linearni rovnice a nerovnice

Ulohy k FeSeni

Priklad 1.

(a) T = (—%, %) (b) VZ € Vo : (21,4 + 3z1) (c) nemd fes. (d) z; > —%—?7,932 < %—?—
(e) nema fes.

Priklad 2.

(a) 1 = %7,302 = (b) z1 =22 =0 (c) nekoneéné mnoho fes. (d) 21 = 0,25 = 3
ro =tz =2+tteER
(e) nem4 fes. (f)z1 =22=0 (g) nem4 fes. (h) 21 =—-1,29 =2
Priklad 3.
(a)0<z<1,0<y<1 (b)y —2<z<2 —-1<y<l1
(c) 2<z<2 -1<y<l1 do<z<l, y<l-—z
Priklad 4.
= 2
Y z=3 Y vy

=z -2
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Kap. 2.3. VYSLEDKY

Priklad 5.

(a) X = _91 (b) nemé feSeni (c) X = [
Priklad 6.

(a)lib. X = [z 1+z],z€R (b) X =1 1] (c) X =[21]
Aplikac¢ni Glohy k reSeni
Priklad 1. Priklad 2.

z +y = 300000 500 <z +y <900
0.10z + 0.20y = 39000 0.1z + 0.25y > 0.16(x + v)

il zo(tis.) 800

200 1 ] Ty = 2,
100 + | 1
| o =185 — I T =500 = M\gy = 900 — z,
Ol 100 200 300, (tq) o Y
. 1,900
x1(tis.)

Priklad 3.

(a) [x y} . 88; 88; = [4.5 10] = ¢ = 250,y = 100, tzn. na dolu Vincenc se musi vytézit
250 t a na dolu Anna 100 t.

(b) x4+ 2y > 230
2z + 5y < 800
Priklad 4. Priklad 5.
10z + 2y > 84
- < = =
8x+4y2120’0—x§15 m=13,c =17

Kreativni alohy
Priklad 1.
Ty — Ty = —2

T1— T = —1 (0) T1— To = —2
2561—-332:5

(a) napt. %, + 29 =0 62, + 61y = 12

(b) napr.
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VYSLEDKY Kap. 2.3.

Priklad 2.

(a) 1 — To > —2 ()ml—ngo (c) 1 —292>0 (d) 1+ T9 > —6
201 —x9 2> 5 r1 <1 To >4 —3x1 — 329 < —18
Priklad 3.
—3r+Ty >4
3 11 =
£ <0 5 vz z+ 5y < 28 y<2 “V3+y<V3
@IS0 0 —frysd @ TIWSR @ y2r (0 avBry<y3
52+y < F —3m—f—y<——2 yz - y=0

Priklad 4.

(a) dvé riznobézné roviny - v pfipadé, Ze jsou (b) bod - v pfipadé, Ze ma soustava pravé jedno
jejich normdlové vektory lin. nezévislé nebo dvé TeSeni nebo primka ¢&i rovina - v pfipadé, ze jsou
rovnobézné roviny - v pripadé, Ze jsou jejich nor- rovnice navzijem lin. zavislé.

malové vektory lin. zavislé.

Priklad 5.

-1
(a) X = | -2 (b) nema FeSeni
4
Priklad 6*. Priklad 7*.
(a) g=5,p=6.5 (a) p=5.6,g=6
p

(b) (b)

Priklad 8*.
0.90.8

0.97 4+ 1.8y < 864
(a) [z y] 1.81.2

< [864 672] (b) 0.8z + 1.2y < 672

Y
700+

500

3001
Lol = 480 — 0.5z

O1100 300 500 700 900 z
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Kap. 3.1. VYSLEDKY

Kontrolni otazky ke kapitole 2

Otazka 1.

Jednotkovy je kazdy vektor, jehoz norma je rovna 1. Jednotkovd matice je ¢tvercova matice,
majici na hlavni diagonale 1 a mimo ni 0. Maji vyznam ,jednotky* p¥i operacich s vektory
(resp. maticemi).

Otazka 2.

jako nulovy thel

Otéazka 3.

Plan mésta je rozdélen na étverce, jejichz vodorovny rozmeér je celé ¢islo a svisly rozmér
pismeno, napf. muzeum se nachdazi ve ¢tveci 3,A.

Otazka 4. nulovd matice

Otazka 5. E, J, 1

Otazka 6.

jakakoliv diagondla rovnobézna s hlavni, napt. v matici [(1) 1 ;}

hlavni diagonélu tvofi prvky

a1, Go2, vedlejsi mohou tvorit prvky a;q, ass.

Otazka 7.

Pouze ¢vercové matice maji pocet fadku roven poctu sloupci, tj. lze je nasobit samy se
sebou.

Otazka 8. napf.z+3 =6

Otdzka 9. napf. 2?2 + 3y = 12

Otazka 10. 2x; — 3z +0x3 +0x4 + 025 =7

Kapitola 3.1: Linearni zavislost a nezavislost

Ulohy k feSeni

Piiklad 1.

V Gaussové tvaru jsou matice ad (c), (e).

Priklad 2.

Ke t¥etimu fddku byl pfi¢ten druhy, od ¢tvrtému radku odecten desetindsobek fadku dru-
hého.

Priklad 3.

1.krok: od druhého a tietiho fadku odecten radek prvni, ke ¢tvrtému radku 1. fadek pficten
2.krok: druhy rddek vynasoben —1

3.krok: od tretiho a ¢tvrtého radku odecten fadek druhy

4. krok: treti radek vynasoben %

5.krok: od ¢tvrtého radku odeéten dvoundsobek tretiho

6.krok: nulovy radek vyfazen
Priklad 4.

(a) 1 (b) 2 (c) 2 (d) 2 (e) 2 (f) 1
(g) 2 (h) 3 (i) 2 () 2 (k) 3 (1)1
(m) 1 (n) 3 (0) 2 (p) 3 (q) 2 (r) 4
(s) 2 (t) 2 (u) 3 (v) 3 (w) 4 (z) 4
Pfiklad 5.

(a) LNZ (b) LNZ (c) LNZ (d) LZ
(e) LNZ (f) LNZ (g) LNZ (h) LNZ
(i) LNZ (j) LNZ (k) LZ (1) LZ
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VYSLEDKY Kap. 3.2.
Priklad 6. tak, aby vznikla skupina byla zavisla:

(a) (6,6) (b) (3,2,8) (c) (-1.5,0,1,0)

(d) (3,3) (e) (18,10, 14) (f) (—9,0,6,0,4.5,0,—3,0)
tak, aby vznikla skupina byla nezavisla:

(a) (1,0) (b) (1,0,1) (c) (1,1,0,0)

(d) (2v 2) (e) (27051) (f) (—17_1,05071717070)

Priklad 7.
h(A) = h(B) = h(10A) = h(A+ B) = h(2A — B) = h(B - AT) = h(AT - B) = h(AT) = 3;
matice A - B, B - B neexistuji.

Aplikaéni alohy k reSeni

Priklad 1.
@ on]  Onmemiei  @E @[55 @[3
(f) E (8) [ _31 _31 _93] () NR (i) E (§) nemé FeSent

Kapitola 3.2: Podprostory prostoru V,,
Ulohy k feseni
Priklad 1.

(a) patii vy (b) oba (c) zadny (d) zadny
Priklad 2.
(2) 2 (b) 2 (c) 2 (d) 4 (e) 3 (f) 3

Priklad 3.
a) T =(3,2) () 9= (-2, %) (c) ¥ =(4,-2,7) (d) soubor netvoii bazi

2 8 7 8
Priklad %3 7 — 19 16 —
(a) 5 = (5, —3) (b) 7p = (=3, —%)  (c) U = (0,—13)
(d) 75 = (—10,0) (e) Tp = (33,3%) (f) nem4 feseni
Priklad 5.
(a) (1,0) (b) (1,4,1) (c) (3,-1,1,1,0),(3,-1,1,1,1),(3,0,0,0,0)
(d) (1,-1,1) (e) (1,0,0,0,0),(1,1,0,0,0) f) (2,1,1,1)

Aplikac¢ni dlohy k reSeni

Priklad 1.

(a) 1 (b) 0 ()1 (d) 1 (e) 3 (f) 3
Priklad 2.

(a) V: pfimka z +y = 0; V*: pffmka k ni kolmd z —y =0

(b) V: celd rovina = dim V+ =0

(c) V: pfimka x = t,y = —t, 2 = t; VX! rovina na danou pifimku kolmé z —y + z = 0
(d) V: rovina —y + 2z = 0; V*: pfimka kolmé na tuto rovinu z = 0,y = —t, z = ¢

(e) V: pfimka x = ¢,y = 0,z = 2t; V*: rovina na tuto pfimku kolmé z + 2z = 0

(f) V: cely prostor V3 = dim V+ =0

126



Kap. 3.2. VYSLEDKY

Priiklad 3.

(a) ¥=(1,3) (b) 7= (~1,1) (c) 5= (1,-13) (d)7=(L0) () ¥=(0,1) (f) 7= (L,2)
Priklad 4.

(a) (27 _471) (b) (Za 010) (C) (27_4>1)7(17_151) (d) (2’ _451)a(—1)970)
(e) (1,0,2),(0,1,4) (f) (2,0,—2),(0,1,-1) (g) (1,0,1),(0,-1,-2) (h) (-1,0,-1),(0,1,2)

Kreativni tulohy ke kapitole 3

Ptiklad 1. Vsechny podsoubory, které maji méné jak 3 prvky jsou lin. nezavislé, podsoubor
S je lin. zavisly.

Piiklad 2. Pro prvky ass, asg, ve kterych je chyba plati ass + as¢ = 0, proto se tato nume-
rickd chyba neprojevila na kontrolnim sloupci (dvé chyby se vynulovaly navzajem).
Ptiklad 3.

Bazi prostoru Msy, tvori tyto matice: [é 8] , lg (1)} , [(1) 8] , [8 (1)]
Libovolnou lin. kombinaci matic prostoru Msys 1ze pak vyjadfit timto zptsobem:

I:Cdjl —G[OO}_FZ)[O Ojl_i_c[l O]+d[01]7d1m(M2x2)—4.

Priklad 4.

napt. S : (1,2),(1,2),(1,1),(1,2)

Priklad 5.

Nezavisly soubor n-slozkovych vektorti musim mit < n vektord; pokud je pocdet vektori >n
je vzdy lin. zavisly.

Piiklad 6.

Vektory ), U, U3 jsou ortogonélni pravé tehdy, kdyz plati: ¥} - vp = 0, U5 - U3 = 0, 9} - 73 = 0.
Aby byly tyto vektory lin. nezavislé, musi existovat pouze trividlni lin. kombinace téchto
vektord rovnd 4. & = c1U1 + coty + c3v3. Budeme-li postupné tento vyraz skaldrné néasobit po
sobé vektory 1, U, U3, dojdeme ke stejnému zavéru jako v pripadé dvou vektorti v zadani:
po skaldrnim vynésobeni vektorem v; dostaneme 0 = ¢; || 7 ||* +¢2 - 0+ ¢3 - 0 (uZita orto-
gonalita), tzn. dana rovnost platila, musi byt koeficient ¢; = 0. Podobné pro koeficienty ¢, a
c3.

Priklad 7. Navzajem ortogonalnich vektort je tolik, kolik je vektort baze.

Pfiklad 8. (a) z € R — {25} (b) z =25

Priklad 9. Soufadnice vektoru (1, —4) v dané bézi jsou (-2, —2).

Piiklad 10. napt. B : (1,0),(0,1); By : (2,1), (—4, —3).

Pfiklad 11. napt. (1,1),(=3,—1).

Piiklad 12. ¢

Ptiklad 13.

(a) (1,1,0,0),(-3%,5,2,3) (b) (0,1,1,0,0,),(1,0,0,1,0),(0,5,—%,0,1),(0, -3, 3,0, %)
(©) (1,1,1),(=%:3,—3),(0,0,0) (d) (1,1,0,0),(~3,3,1,0),(~35,35,—35,1)

Piiklad 14.

(a)re R—{0,-3 & @} (b) z € {0, -3 £ £} (c)nemé FeSeni

Ptiklad 15.

(a) (1,1) (b) (1,3),(3,1) (c) nelze (d) (1,3),(3,—1)
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VYSLEDKY Kap. 4.1.

Kontrolni otazky ke kapitole 3

Otazka 1.

Jeden vektor je lin. zavisly pravé tehdy, kdyz je nulovy; jinak je nezévisly. Dva vektory , v
jsou lin. zavislé, pravé tehdy, kdyz plati v = & - 4, jinak jsou lin. zavislé.

Otazka 2.

Vezmeme-li lin. kombinaci daného souboru vektort ¢, + cotis + ... + ¢_1Un_1 + €0 = 0,
pak koeficient ¢, mize byt nenulovy (ostatni nulové). V tomto pfipadé se vSak uZ nejednd o
trivialni lin. kombinaci, dané vektory musi byt tedy lin. zavislé.

Pokud méme v daném souboru dva vektory stejné (tfeba @, = ), pak pro jejich lin. kom-

binaci ¢ = 1-u+ (—1) - to+ 3tz + ...+ Cplln, kde c3 = ¢4 = ... = ¢, = 0 plati, Ze ziskdvame
lin. kombinaci, ktera neni trividlni.
Otazka 3.

Hodnost nulové matice rovna 0, hodnost jednotkové matice E, ., je n.

Otazka 4.

Soubor 4 vektorl prostoru V,, miZe mit hodnost < 4, pokud n > 4 (ukazky jsou z Vj).
Priklady: ¢tyfi nulové vektory - h =0

(1,1,1,1),(2,2,2,2),(3,3,3,3), (4,4,4,4) - h =1
(1,1,1,1),(1,2,0,0), (2,2,2,2), (2,4,0,0) - h =2
(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,1),(2,0,0,0) - h = 3
(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0), (1,0,0,0) - h = 4
Otéazka 5.

Manipulace se sloupci je ekvivalentni manipulaci s fadky, sta¢i matici transponovat a z
ipravy sloupcti se stava uprava fadkd, plati h(A) = h(A").

Otazka 6.

V lib. V,, mame kanonickou bazi &£, a ta ma n vektoru.

Otazka 7.

dim(P1) = 1, napt. 7= (1,2,3) ¢ PU P+, jedinéde PN P,

Otazka 8. Trivialni podprostor P je tvoreny pouze nulovym vektorem, jeho dimenze je 0.
PL=1YV,.

Otéazka 9. 0 az 3.

Otazka 10. Jsou to 1, -3, 10.

Otéazka 11. Pokud zndme bazi B, pak je jednodussi uréit slozky vektoru, kdyZ zname jeho
soutradnice v bazi B.

Kapitola 4.1: Determinanty

Ulohy k feSeni
Priklad 1.

(a) 10 (b) 1 (c)a—1»b (d) =17
Priklad 2.
(a) 2 (b) 437 (c) 941 (d) 4a (e) 1 (f) —9n

Priklad 3.

(a)z=2 (b)z=-%1 (c)z=8(d)ze {2 (e) z € {2,3} fHz=2
Priklad 4.

(a) 24 (b)48 (c)12 (d) 840 (e) 112 (f)14 (g)4t—z—y—=z (h) 48
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Kap. 4.2. VYSLEDKY
Priklad 5.

@) 12 (b)4 (c)—16 (d)120 (e)224 ()2  (g)24  (h) 531

Aplikaéni tlohy k reSeni

Piiklad 1.

(a) 2y = 2,2, = 2 (b) 21 = - 2, = 18 (c) nema feSeni

Priklad 2.

(a) (537 1547 87) (b) (Oa 0, 0) (C) (_67 3; _’67 3) (d) (—5a _'75 —2: 8)

Priiklad 3.
(a) nejvetsi Ay BoCy, nejmensi A3 B3Cs
Kreativni alohy

12
34

724

Piiklad 1. =-2-3+4-1=-2

Priklad 3. | 6 8 3 | Pfiklad 4. (a) z = —3,det = 4,
159
Piiklad 5. (a) z = % (b) z = % (¢) y = ?1
Piiklad 6.
z yl z—-1y—12z-1
(a) 5==%3|1 11 b)100=+1| 1 2 0 (c) 0
-171 4 3 6

Priklad 7.
(a) det =6 < per = 10

(d) det = 0 < per = 64

Priklad 8. Hodnost je 10. Pfiklad 9. napf.

Priiklad 10. Ne, hodnost je pouze 2

Kapitola 4.2: Inverzni matic

Ulohy k feSeni
Priklad 1.

(a) é —11] (b) sing. (c¢) sing.
1-1 0 1 91
f) 10 1 —1} (g) sing. (h) [ 1 1 -
00 1 -3 0 2

12

(b) det =16 > per =0
(e) det = —146 < per = 306
[5000000]

0300000
0020000
00041000
0000100
0000010

0000001]

e.

@ |

3

9

3L
308
308

0-10
(i) |0 0
il

(b) nejvétsi Ay BoCy Do, nejmensi Az B3C3Ds

Priklad 2. det A0 = (det A)!1% = (-1)1 =1

(b) pro z — +oo : det — +00

z—1ly—12-1
1 -2 0
4 3 6

(c) det = —7 < per = 89
(f) det = =3 < per =9

Piiklad 11. Je to reg. matice (hodnost = F4d)

-1
e ] (e) sing.
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VYSLEDKY Kap. 4.2.
Pi¥iklad 2.
8 _7T 3 3 ~-2 1 1 1 00lop
i 12__1_21 lgi_ggi 10(5)0
(@ | 1 2 it (b) matice (c) | 1 § * % @ 185100
3 —2 1 =3 se 3 35,3 3 800
-1 1 =10 invertuje na 3 3.3 3 L
sebe samu
(05 000 1-10 0 0 11
10 000 01 -10 0 8;3_0;88
() {00 0 03 {00 1 -10 ® oo o1t
00-100 00 0 1 ~1 . 3 3
3 Lo 00!
(00 010 00 0 0 1 6 3
Piiklad 3. A2- A% = A% = [‘58 _53}
Piiklad 4.
1 -2 =2] 1-3-3 1 —4—4
C2=101 0 C3=101 0 C*=1]01 0
00 1| 00 1 00 1
Pi#iklad 5.
_1 _r L _r
(a) r 75 G;M_l — 2({—3) Q(T_33)jl (b) reC— {:i:Qi},M_l — [4-1;72 44+r2:|
L s Teal 2 It
€ r#0AT#-4, M = [? "%Tr]
447 4(44T)
Aplikaéni Glohy k feSeni
Pi#iklad 1.
T2 28 43 52 (b) 33 B
(a) X =1| 3, 3 3, 3, 3
2388 %Y 114
Piiklad 2.
2 5 52 —11 4 2 0
@x=|2% 5] wx=|2] wx=[3 4] wx=|} Y]
ER! 37 11 u_3
@x={i5] ox=|PL] wx=[1i]  wx-[5
L2 4 2 5 5
r | 32mil.
Priklad 3. X = 27mil.}
Piiklad 4. )
. 12.4mld . 16.4mld 25.2mld
WX =9 21 i X= 9.2mld} (i) X = [15.6mld]
Piiklad 5. ]
18mld 42mld
(i) X = | 15.6mld (ii) X = | 23.9mld
22.4mld | 23.1mld
50.8%
Priklad 6. X — | 074 Piklad 7. X = | 40.85 |.
40mld 3945
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Kap. 5.1. VYSLEDKY

Kreativni tulohy
Piiklad 1.

000 10 0 10 0 100
(a) napt.{000|,|0—-1 0 (b) napt. |0 -1 0 |,[001
000 00 -1 00 -1 010
s _ 1 1
Priklad 2. det A = W =3

Priklad 3.
po GUpravé: X = (B; + By) - (A1 + A2)71Y = B; — A1 X, miiZe se stat, Ze matice 4, + Ay
neni reguldrni.

[281)@'[. ] 30bi. ]
Priklad 4. X = . Priklad 5. X = | 34bil. |.
26bil .
36bil

Kontrolni otazky ke kapitole 4

(20000 00]

0200000

0020000
Otazka 1. napr. [0002 0 00].

00001300

0000010

0000001
Otazka 2. -5 Otédzka 3. neexistuje nebo je roven 0.
Otazka 4. singularnich. Otéazka 5. takova neexistuje
Otazka 6. nasobeni matic neni komutativni.

100 001 00 -1
Otazka 7. napr. {010}, 010{(,{01 0 |.

001 100 100

Kapitola 5.1: Analyza soustavy linearnich rovnic
Aplikaéni tlohy k feSeni
Priklad 1.

B2 -l e[

1
- (1,-2) -7 =1
(1,-2,1)- %=1 -
(3,-1,6)-&=3 (?i, ?. i)
1 -2 1
1 -2 1 1
1 + To + ~x3:{} 3l -z + | —-1]| -29=13
[3} [_1} [6] 3 L} 1 L:I
Priklad 2.
(i) h(A) = h(A*) < 3 = oo Fes. (ii) h(A) # h(A*) = 0 Tes.
Priklad 3.
(a) h(A) = h(A*) = 2 =! fes. (b) h(A) = 1, h(A* = 2 = 0 fes.
(¢) h(A) =1=h(A*) <2= o0 tes. (d) h(A) = h(A*) =3 =! Tes.
(e) h(A) =2 = h(A*) =! fes. (f) h(A) = 3 = h(A*) =! Tes.
(g) h(A) = 3 = h(A*) = oo Tes.
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VYSLEDKY Kap. 5.2.

Pf‘lklad 4.

(a) p h(A) =1,h(A*) =2=0fes., p#4: h(A) = h(A*) =2 =! Te§
(b) Vp € R 0 fes.

(c)Vp € R: h(A) = h(A*) = 2 = Ted.

Kapitola 5.2: Regularni soustava rovnic
Ulohy k reseni

1... _ 5k 5
a)k#i’xl—%—l’x?— -1

b)Vk e R:zy = 21120_]'6_1,.7:2:—

(
(
(c) Vk e R: 12y =3k, 20 = —2k
(
(

5
2k2+1

d)k;é3 1 =2,20=0,23 = —1

W2—Tk+6 _ 2k—3 . 6k _
e) ke R—{2,3}:z1= 2—5k+6 — k—-3'%2 T R4z L3 =

__k
6—bk+k2

Piiklad 2.

Hodnoty parametri neovliviiuji hodnosti matic danych soustav, neovliviuji

tedy ani jejich TeSitelnost.

(a) 21 =—p+25,22=2p—25 (b) 31 =2p, 22 =—§ (c) 21 =38p—¢gz2=—-2p+gq

(d).Tl:—%‘F%,IL‘z:%‘F%,.Tg:%—% () z1=—c+brzy=-a+c,z3=a+c—b
Priklad 3.
(a)z=1ly=22=3,u=—-1 (b)z=1y=-1t=1,2=-1

Aplikaéni Glohy k reseni
Priklad 1.

(a)x=i—§,y—-§ (b) z 3,y—4,3z= .

(C)z_ggay_'g_g (d)x_%ayzﬁy 13
e)z=1ly=-1z=-1Lu=1 fHlz=1ly=-1l,z=Lu=-1v=1
Priklad 2.

@) g=2k=-2 () g=-1 k=52 (c)g=-2k=3 d)g=%k=5
Piiklad 3.

(a)q=3,k1:%,k2:—% (b)q:%,]ﬁ:%,kz:

Priklad 4*.

1 ... hodiny agentury A, z,... hodiny agentury B
(a) $1=10,I2:15 (b) .’L‘1=15,.’E2:10 (C) $1:-%+"t‘$2:3—n——L
Piiklad 5*.
x1... poCet Clund pro jednu osobu, z;... pocet ¢l. pro dvé osoby, z3... pro 4 osoby:
1 = 20,2, = 220,253 = 100.

132



Kap. 5.3. VYSLEDKY

Kapitola 5.3: Homogenni a nehomogenni soustavy
Ulohy k reSeni

Priklad 1.
(a) dim(P) =0 (b) dim(P) =1 (c) dim(P) =1
(d) dim(P) =1 (e) dim(P) =1 (f) dim(P) =2
Piiklad 2.
(a) B:(0,0,0);2y =29 =23=0 (b) B:(-1,0,1);Z@=¢;-(—1,0,1)
(¢)B:(-1,1,1);Z=¢;-(-1,1,1) (d) B:(-1,1);Z=¢;-(-1,1)
(e) B :(-10,7,6,1);Z=¢; - (—10,7,6,1)
(f) B:(0,-3,2,1),(1,-1,0,0);Z = ¢; - (0,-3,2,1) + ¢ - (1,—1,0,0)
Priiklad 3.
(a) £=c-(-1,-2, 1) + (2, -1,0)
(b) # =1 - (~10,7,6,1) + (—101,71, 51, 0)
(c) Z=rc1-(~1,0,1) + (—2,11,0)
(d) Z=c1 - (=15, -3,1,0,26) + ¢s - (8,4,0,1,~17) + (5,1,0,0, —9)
Piiklad 4.
Y Y

T (a) /1 (b)
Aplikaé¢ni tlohy k reSeni
Priklad 1.
(a) B:(1,0,0,0,0),(0,—2,1,0,0), (0, —3,0,1,0), (0,—1,0,0,1)  (b) B:(1,0,0)
(c) B:(1,2,-1,0),(0,2,—1,1) (d) B:(1,0,1,-2)
(e) B : (1,5) (f) B :(1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,0,0,1)
Piiklad 2
Z=c-(05,-151)+(-1,5,0),ce R
Priklad 3

(@) T=c-(1,—4,1) + (0,45, -10),ce R (b) & =c- (1, —4,1) + (0,50, —10)
Piiklad 4.
Z=rc;-(—0.22,—0.11,1,0) + c5 - (—0.72,0.26,0,1) + (233.3,41.67,0,0); c1,c2 € R

Kreativni tlohy ke kapitole 5
Priklad 1. napft. Oz, + 0zy =1

Priklad 2.
T1+2x9+23=28 T1+To+23=06
(a) z1—zo+z3=2 (b) 2z; + 2x9 + 223 = 12
T1+ 29+ 23=06 T1— Tog+ T3 =2
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VYSLEDKY Kap. 5.3.

Priklad 3.

(a) (1705070:0) (O 2,1,0,0),(0,*%,-%,1,0),(0, 1117 %) 13471) (b) (19070)
(C) (0’2, _1a 1) (13 é? %a _%) ( ) ( 707 ) )
(e) (1,5) (f) (1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,0,0,1)
Piiklad 4*. ©=¢;-(1,-2,1,0)+ ¢ - (0,0,—-1,1)+ (0,—1,6,0)
Piiklad 5*. = (7,%)
Kontrolni otazky ke kapitole 5
Otazka 1.
apf. soustava 201+ 13 =0
fapt. sou —4x; — 229 =1
Otazka 2.
pravé jedno (Cramerovym pravidlem jsou feSitelné soustavy reguldrni)
Otazka 3.
KdyZz obsahuje pouze jednu nezndmou s koeficientem riiznym od 0.
Otazka 4.
(a) nekone¢né mnoho nebo zddné (b) 7zadné, pravé jedno nebo nekoneéné

mnoho
(c) 7Z&4dné, nekoneéné mnoho nebo prévé (d) zddné nebo nekoneéné mnoho
jedno

Otazka 5.

c+y=0 z+y=0 z+y=1 z+y=1
():E—Zy:O (b) 2r+2y=0 (C)x—2y=3 (d) 20 +2y =2
(e) z+y=1 (f) z+y=1 ()$+y=114 (h) TH+y=
20+ 2y =2 2c+2y =0 x—y =108 2c+2y=20
Otazka 6.

T—y+z2=0

-+ z=0

3z —-3y+3z2=0
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Kap. 6.1. VYSLEDKY
Kapitola 6.1: Relace

Ulohy k FeSeni

Priklad 1.
Pocet relaci z mnoziny {1,2} do mnoZiny {a,b} je 222 = 16.

lo——o02 1o od 1o o2 1o oa
9° ‘b 9° “b 9° b 9© “b
lo——o0a lo o2 lo—02 1o o
2° “b 2°7 % 27T % 2° “b
lo —— 02 lo ——+ 02 lo —— 02 1o ol
2° b 2° 7% 2° 7% 2° T %
lo —— 02 lo ol lo —+ 02 lo od
2° 7% 2° “b 2° b 2° "%h
Priklad 2.
lo —— 02 lo ——+ 02 10\ o 1o od
o \ o \Ob %Ob
o o) o e o o o o
2 c 2 c 2 c 2 c
1o od lo o lo —— 02 1o o2
900, 90 ——0, 9© ¢ 2° O¢
1o o lo —+ 02 lo —— 02 1o ol
% oL % >(Ob
200 2° ¢ 2° T 0o 2° c
1o o lo ol 1o ol
h ><Ob >< b
90 0, 2° Oc 2° Cc

135



VYSLEDKY Kap. 6.1.

Piiklad 3.
(a) matice sousednosti
10 110
a:{éé?} a”l: 10 B:1100
01 001
110 11
7t:1100 v: 101 7‘1:[1(1)(1)]
001 10

(b) nejvyssi pocet restrikei 23 - 2% = 64 m4 relace 3

(c) o B nelze, Boa = {[1,a], [1,b], [2,c]}, Boy nelze, yo 8 = {la, 1], [a,2], (b, 1], [b, 2], [c, 1]},
aoy ={[a,d],[a,b][a,c], b, [c,al, [c,b]}, v oo = {[1,1],[1,2],[2, 1]}

Priklad 4.
1 f ) v
1 T 9 1
0 2 =z .__—-4 f
(a) (b) O 2 =z
(¢)
I
Y / Y
] lO F—t—t Zi f -
¢ : (¢)
(d)
Piiklad 5.
(a) o =10, (b) o = {[4‘a \/3]7[47_\/517[37 2]7[3)_2]}> (c) o= {[3,2],[_2,—3]}
Priklad 6.
(a) o7l = {[37 5]} [57 3]} (b) ol = {[7> 0]7 [4v 3]} (C) o7l = {[37 5]7 [—‘3’ _5]}

(d) ot = {[37 4]7 [“37 _4]7 [—37 4]: [37 _4]} (e) o7l = {[%a %]}

136



Kap. 6.1. VYSLEDKY
Piiklad 7.

relace neni symetrickd, reflexivni, tranzitivni ani antisymetricka;
ot ={le,a],[c,b],[e, ], [a, ], [c,d], [a, €], [b, €], [d, €], [e, €]},

g 00 ={[a,a],[bal, [b,e],[b,d], [b,0]; ¢, cl, [d, al, [e, a], [e, b], [e, ], [e,
00000 ={la,d, bal,[b, ], cl, b, d], [, ] e, a], [d, ], e, a], [, ],[676] [ d], [e, ]}

Piiklad 8.
02001 ={[3,4]}, 00000 =10
Priklad 9.

Y
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S
N

[ ]
[ ]
[ ] [ ]
® & & o o o o o o o o
—+—
® o & & o o o o o o o
e e
[ ]
[ ]
8

——t———+— ———+———1—
T T
e + o
e +— @
e & - o o
e e
e o & — & o o
e +— e
[ ] e — & o [ ]
L] e - O [ ]
L] e & —— o ¢ [ ]
T—- @
[ ] ..OO—F.... [ ]

Priklad 10. relace (a),(b),(c) nemaji Zddnou z uvedenych vlastnosti, relace (d) je reflexivni
a tranzitivni, relace (e) reflexivni a symetricka, relace (f) symetricka.

Kapitola 6.2: Zobrazeni

Ulohy k feSeni

Priiklad 1. 0.125

Piiklad 2. ano

Priklad 3. injekci z X do Y je 12, surjekci z Y do X je 14.
Priklad 4.

@0  ®ME (@0 (@4

Pfiiklad 5.

1 a 1 a 1 a
2 b 2 b 2 b
3 ¢ 3 c 3 c
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VYSLEDKY

Piiklad 6.
Prlklad 7. ;
(a) y = g -3
( ) 1I+x
Prlklad 8.
(a) fog: y-11—15x go
(c) fog:y="gof:y
Piiklad 9.

zobrazeni (a),(b),(c),(d); zobrazeni (e), (f) az po restrikci def. oboru.

jsou

1

(c)
(f)

’y:
y:

Kapitola 6.3: Realna funkce

Ulohy k reseni
Priklad 1.

T
z? pro z € (0, +00)

(b) fog:y=1+2,90f y= 3
(d) fogry=1+zgofry=2/1+7

(a) R — {-1} (b) (=00, ~2) U(0,2) (c) (-1,1)
(d) (o0, =3) U (3,400)  (e) z € (0,%) U (%(4/9—1) ,54—(4k+1)) keN (f)z#k3
Priklad 2.

(a) (=00, —v/5) U (0,v/5) (b) (=7,0)

(c) (—oo,—§) (L, +00) (d) (—00,2) U (3, +00)

(e) (4,+00) (f) (=00, =2) U (2, +00)

(g) = € (2k2n2, 72(1 + 2k)2),k € Z,k > 0 (h) U(2kr, 7 + 2k7), k € Z

(i) z # 2, (i) (=5 1)

(k) (——+2k7r T+ 2knm),keZ () (km, 5+ km),k€Z

Priklad 3.

giogrogs:y = cosy/l—(Inz)? gpogiogs:y = coslnvl—2% gioggogy :y =

1—(coslnz)?, gsogrogs 1 y = y/1 —(Incosz)?, ga0g30q;
g30g204g1:y=In4/1— (cosz)?
Priklad 4.
f1 liché, f, sudé, f3 suda, f4 pro z € (—1,1) lichd
Piiklad 5. hog:y=3%,goh:y=3%
P#iklad 6. periodické (a),(d)
Priklad 7.
(a) y=% - ;R (b) y = —v/7;(0, +00)
(¢) y =T — 1.5; (1.5, 400) (d) y = 25; R — {0}
(e) y = 2% + 9; (0, +00) Hy=32-32#0
(8) y = V25 — 2% (=5, 5) (h) y=¢€"-3;R
Priklad 8.
Yy Y
2
— - ]'O-li.llx
Ol 1 z 9
O
(o) ()
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VYSLEDKY

(h)
0—0
+—o—>
7 87

10 =z

5

—e
1 2

(2)

o) 1
4+ 0
o0 —
1 T \amy)
19 10 —
< o Q
. et *
= Q
8
1
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Kap. 6.3. VYSLEDKY
Y y
i 3+ ° °
——t—0—0 | 0
-7 -5-4 -1 1 T
1 4
T o+ | —f -O0——0>
o—o -3 -5 o1 5 7
o 1 o O
| 0
(k) T
Y3 11 q T
o L 10 \
—— 0> L
-2 -10L 2 4z 1+
+-10 o et
-11 04_ 3 T
(m) (n)
L5V
0.25%
=1
(P i
-[4 T T IO—— T T T T
(0)
| —
1_4.. 4
IO__ T ? T T laj _13 T IO_— T T T
(a) 1
(r)
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VYSLEDKY

Kap. 6.3.

Y
11
e T S T
—2r-m—5 | 5 mWH2T oz
-1

Kreativni tlohy ke kapitole 6
Priklad 1.

05003 X je tetou z matciny strany“, o3 003 ,x je prarodi¢ y“, g, 003 ,x je dédem y“, 04003

,X je strycem y“, o4 0 0y X je strycem y*
Priklad 2.

napft.
Priklad 3.

napf. I = <-—2,3> = I = <—1,4>
Priklad 4.

; jsou symetrické.

napt. f1 : N—=> N :y=2x—-1;f3 : N = Ny:y =2z

Priklad 5.

a) napt. identické zobr., stiedovd soumérnost, osova soumeérnost; b) napf. stejnolehlost se
stfedem S daného Sestithelniku; ¢) nap¥. kolmy primét na piimku A4; As.

Priklad 6.

o je prosté zobr., ale neni permutace.
Piiklad 7. p:y =243 — I2? — 2y 42
Priklad 8.
K={k:y=>;ae(-18,-1)}
Priklad 9.

Kruhovou vyse¢ s nejvétsim obsahem maji kruhy o polomérech z = 2

Priklad 10.

Osobni vlak dorazi za 4.125 h, rychlik za 3.722 h.
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Kontrolni otazky ke kapitole 6

Otazka 1.

nasobeni je komutativni, tj. 277 = 297

Otazka 2.

r = {[0, A, [0, B], [0, AB], [0,0],[A, A, [B, B], [AB, AB|,[A, AB], B, AB|}
Otazka 3.

Neni-li relace zobrazenim, ma v néjakém radku 2 nebo vice jednicek.

Otazka 4.

Relace po p a p~! o p lze slozit vidy.

Otazka 5.

Pro kazdé r € R : det [(1) i} = r. Dané zobrazeni je tedy surjekei.
Otéazka 6.

Funkce y = 3 je na celém svém defini¢nim oboru prosté, lze k ni tedy bez problémi za-
vést funkci inverzni y = /z. Funkce y = 22 neni na celém svém definiénim oboru prosta,
zavadime k ni funkci inverzni jen na ¢asti jejiho definiéniho oboru, na které je prosté, tj. na
(0, 400).

Otazka 7.

Do skupiny elementarnich funkci fadime konstantu, obecnou mocninu, exponencielu, loga-
ritmus, goniometrické funkce, cyklometrické funkce, hyperbolické funkce a funkce, které lze
z téchto odvodit pomoci zakladnich operaci a sklddanim.

Otazka 8.

napf. y =1,y =ux,y = -

Otazka 9. s(R)={-1,0,1}

Otazka 10.

Funkce sin dosahuje pouze hodnot z intervalu (—1,1).

Kapitola 7.1: Posloupnosti

Ulohy k feSeni
Priklad 1.

(a) 2,2,2,2,2 (b) 5,0,~5,~10,~15 (©) 1,3, 5 32> 135

(l(i)v’81;167§72_67_22 (e) 07%70a§70 (f) “%7%7_%u%7_%§
Fiklad 2.

(a)an:3n—-2 (b)an:ﬁl—f (C)an:%

Priklad 3.

(a) shora omez., kles. (b) shora omez., kles.  (c)neomez., alternujici

(d) omez., rost. (e) omez., alternujici

Piiklad 4.

(a) n > 00:a, =1 (b)n > o0:a, =1 (c)n—00:a, =+ o0

(dn—-o00:a,—0 (e) n—>o00:a, —e

Priklad 5.

o

(c) 0
neexistuje (i) 0
(c) 2
(i) 0

neexistuje

neexistuje
neexistuje 100

= O ==}
o

(b) (e) (f)
(h) (k) (1)
2 (b)oo (e) (f)
(h) oo (k) (1)

o W

—0o0
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VYSLEDKY Kap. 7.2.
Priklad 7.

Al (@n +6n) = 4, lim (an = bn) = =2, lim anb, = 3
. Qn __ 1 . _ . _
Jom 5 = 5l v/ =1, lim, o = V3

Priklad 8. . o o
(3) Jim (n ~ 2k) = o0, lim (n = 2k) = ~oc  (b) Jlim % =0, lim } = oo

) Jim 22 =1 Jim 25— - @ Jig =GR pm = 3y
(e) lim %% = co, lim 1%3 =0 () lim (kn® — k) = oo, lim (kn® — k) = co
pron>1, adale...=0pron=1

Aplikaéni tlohy k reSeni

Priklad 1.

Pfi jednoduchém urokovani vzroste vklad za 10 let na 418 000 K¢, pfi slozeném tirokovani
vzroste priblizné na 520 820 K¢&. Zdvojnasobi se pfi jednoduchém trokovani za priblizné 11
let, pri slozeném za 8 let.

Priklad 2.

P¥i roénim odpisu 7% bude zistatkova hodnota stroje za 15 let asi 841 752 K& Aby zbyla
stejné zistatkova hodnota musime linearné odepisovat ro¢né 110 550 K¢.

Priklad 3.

Za dva dny bude v kolonii (17. generace) 327.68 mil. bakterii. MnoZstvi bakterii pfekro¢i 5
mil. pfiblizné za 30 hod. (11. genrace).

Priklad 4.

(a) yn = —1-(=2)" (b) yp=—3-27+5.3"
(;)Vyﬁl:d?r n_3 (d) yn=152-3"+(-3—n)-2"
fiklad 5.
(a) pn = H2(—0.5)" + &, ceny kolisaji v posloupnosti 7;36.5;21.75... s limitn{ cenou
8= 96.7 K&,
(b) pn = =2 (—1.5)" + 2, cena nemize nabyvat zéporné hodnoty => nema Feseni.

Kapitola 7.2: Nekonec¢né rady

Ulohy k FeSeni

Priklad 1.
(@) 255 =(b) =155 (c)1 (d) 10 (€) =271  (f) =5.02
2.93

Priklad 2.

(2) 3 (b) 3 (c) 4 (d) ¢ (e) 4 (f) = 0.791

Priklad 3.
(a) =11.33 (b) 2 (c) 2 d) 3

Priklad 4.
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Piiklad 5. - -

(a) > n(—n7+1—) + 3% = Rn7+_1) + X 52,;; obé fady jsou podle d’Alembertova kritéria konver-
n=1 n=1 n=1

gentni.
(b) fada podle Cauchyova kritéria diverguje.
o0 o0 o
() ¥ gr— =3 53 — X 75; obé Fady jsou konvergentni jak uz vime.
n=1 n=1 n=1
(d) fada diverguje k —oo.
(e) na tuto fadu nelze aplikovat d’Alembertovo ani Cauchyovo kritérium; posl. ¢ast soucti
osciluje: —1,0,—-1,0—1,0,....

Priklad 6.

(a) Jim ngi;n = 3, fada diverguje k oo

(b) lim 2n- =3 fada diverguje k oo
(¢) lim = = 1, fada diverguje k oo

i v EUOE D

Priklad 7.

(a) konverguje (majoranta -z) (b) diverguje (minoranta 1)  (c) diverguje (d’Alemb.)
(d) diverguje (nutnd podm.) (e) konverguje (d’Alemb.) (f) konverguje (d’Alemb.)
Aplikaéni ulohy k reseni

Priklad 1.

(2) & ML OB @ @@ @y

999 9900 9900

Piiklad 2.
S mési¢nim pfipisovanim drokid naspofime pfiblizné za tii roky 34806 K¢; druhé varianta da
pfiblizné 35 490 K¢.

Priklad 3.
Celkovy objem dané nekone¢né fady krychli je % dm?, celkovy povrch 8 dm?.

Kreativni alohy ke kapitole 7

Pfiklad 1. (uviddime vZdy jednu moZnost)
(a) any1 = 2a, + 1 (b) any1 = 5a, — 2 () apy1 = a2 +2

Pi¥iklad 2. 1227,12,3,3,3. ..

Priklad 3.
() 0 (b) oo () 3 (d) 2048 (o) —5; (f)

Pfiklad 4.

(a) 1 (b) o0 (c) 1 (d) 0 (e) 3
Piiklad 5.

celkem 167 772.15 K¢.

Ptiklad 6,
(@) yp = —35-3"+2-2" (b) yp=(3-1%
(¢) yn =271 (d) v = 52 Li/Byn
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Priklad 7.
If the Indians had been able to invest the money at 5% compounded yearly they’d have
today (1996) approximately 16605.5 mil. dollars

Piiklad 8. The result after one year of savings will be approximately 25618.70 K¢.

Priklad 9.

The number of bacteria in a culture will increase to by 11.61% after 1 hour, i.e. to a, =
5000 - ( %)n after n hours. It means the number will increase to 45000 after 20 hours and
the number will be over 80000 after approximately 25 hours.

Priklad 10. The total cost of the loan over 10 months is 5275 DM.

Kontrolni otazky ke kapitole 7
Otazka 1. d=0

Otazka 2. |¢|<1

Otazka 3. urcujeme limitu ¢asteénych soucti

Otazka 4.

Terminy se pouzivaji u s¢itdni nekoneénych fad s nezap. ¢leny. Majoranta (resp. minoranta)
= fada ohrani€ujici danou fadu shora (resp. zdola), tj. 3 b, je majorantou (resp. minorantou)
fady Y- a, pravé tehdy, kdyz Vn € N : b, > a, (resp. b, < a,).

Otazka 5. Podilové kritérium déva limitu = 0, odmocninové také (pokud ovSem umite
limitu posloupnosti {{/n!}, ktera je +o0.)
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