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Predmluva

Metody operac¢ni analyzy jsou t¢innym nastrojem rozhodovani v jakékoliv oblasti lidské ¢innosti.
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vyuziti vhodného software.

Ptedlozena ucebnice je uréena zejména pro studenty Ekonomické fakulty Jihoceské univerzity
v Ceskych Budéjovicich oboru Obchodni podnikéani, Uéetnictvi a finanéni ¥izeni podniku a Rizeni
a ekonomika podniku. Z toho diivodu jsou v ni obsaZeny pouze ty ¢asti oboru, které koresponduji
se sylabem stejnojmenného kurzu.

Ucebnice je ¢lenéna do dvou zékladnich celkt - Linedrni programovéani a Sitovéa analyza. Obé
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Kapitola 1

Linearni programovani

Jednou z oblasti, ve které lze tspésné aplikovat matematické poznatky, je oblast ekonomie a
fizeni. Specidlni matematické metody, pouzivané pii feseni problémt z téchto oblasti, se ve
svétové literatufe nazyvaji metodami operac¢niho vyzkumu (anglickym ekvivalentem tohoto
oznaceni je Operational research nebo téz Management science). Uvedeny nazev souvisi
s rozvojem téchto metod za 2. svétové valky pii analjze a feSeni slozitych vojenskych problémi
a operaci. Postupem c¢asu vznikla fada relativné samostatnych disciplin opera¢niho vyzkumu,
vyznacujicich se nékterymi spoleénymi rysy, napr. pouzivanim modelové techniky.
Modelovani spo¢iva v tom, Ze se jeden systém (original) zobrazuje jinym systémem (modelem).
Vysledkem modelovani je model, ktery predstavuje zadmérné zjednodusSeny obraz podstatnych
znaki reality za Gcelem jejiho poznani. Jsou-li zobrazovaci prostfedky matematické povahy
(napf. rovnice, nerovnice, matice), jde o matematicky model, ktery je v opera¢nim vyzkumu
nejcastéjsi. Vyznam matematického modelovani spociva v tom, ze

e umoznuje popis systému v jakémkoliv jeho stavu, tfeba i teprve zamysleném,
e urychluje chovani systému, které by ve skutecnosti trvalo velmi dlouho,

e umoznuje rychle vyhodnotit zmény vzniklé v disledku zmén v modelovaném systému, a to
- na rozdil od experimentu v redlném systému - bez nebezpeci jakychkoli ztrat,

e za pomoci vypocetni techniky umoznuje rychlé feSeni i rozsahlych problémd,

e vnasi poradek do naseho mysleni tim, Ze vyzaduje jasnou formulaci feseného problému.

1.1 Uvod k linearnimu programovani

K nejpouzivanéj§im a nejvice propracovanym metoddm opera¢niho vyzkumu patii linearni
programovani, jehoz metody umoznuji feSeni specialni skupiny optimalizacnich tloh.

1.1.1 Struktura ulohy LP

V tlohéch linearniho programovani vystupuji urcité omezujici podminky, za kterjch pfi zndmém
kritériu optimalnosti hleddme nejvyhodnéjsi feSeni daného problému. Z uvedené charakteristiky
optimalizacnich iloh vyplyva tvar jejich matematického modelu. Oznacme libovolné feseni da-
ného optimaliza¢niho problému jakozto vektor x = (z1,z2,...,x,). Pii optimalizaci vyrobni
struktury slozky tohoto vektoru predstavuji napf. mnozstvi jednotlivych druhd vyrobkt. Poza-
davkem optimalnosti hledaného feSeni rozumime maximalizaci nebo minimalizaci veli¢iny, ktera
je pro posouzeni feSeni daného problému rozhodujici a kterou mtzeme vyjadrit jako funkci fe-
Seni z = f(x); tuto funkci nazyvame t€elovou (kriterialni) funkci. Pfi vyrobnim planovani
tato funkce predstavuje napi. zavislost zisku (nebo nakladi) na mnozstvi jednotlivych vyrobki,

9



10 KAPITOLA 1. LINEARNI PROGRAMOVANI

pricemz hleddme takovd mnozstvi vyrobki, ktera by zaru¢ovala maximalni zisk (nebo minimalni
néklady). Extrém, tj. maximum nebo minimum tcelové funkce hleddme za ur¢itych podminek,
které ovliviuji velikost jednotlivych slozek vektoru x. V tlohach vyrobniho planovani k témto
podminkédm patii napf. vztah mezi mnozstvim disponibilnich vyrobnich zdrojt a jejich spotte-
bou na jednotlivé vyrobky, moznosti odbytu nékterych vyrobkt apod. Tyto podminky mutzeme
vyjadFit ve tvaru nerovnic a rovnic a tvori tzv. vlastni omezeni alohy. Kromé vlastnich ome-
zujicich podminek, které maji v kazdé konkrétni tiloze sviij zvlastni vyznam, vektor feseni vSech
optimalizac¢nich loh musi splilovat jesté dalsi pozadavek vyplyvajici z jeho ekonomické interpre-
tace: v8echny jeho slozky musi spliiovat podminky nezapornosti. U nékterych tloh je nutné
pripojit jesté podminku celoc¢iselnosti.

1.1.2 Postup reSeni uloh LP

Obecny postup FeSeni tloh LP muZzeme shrnout do nésledujicich péti bodii:

e formulace ekonomického problému,

formulace matematického modelu,

feseni matematického modelu,

ekonomicka interpretace reseni,
e postoptimalizacni analyza.

Pozndmka. Formulaci ekonomického problému rozumime presné slovni vyjadieni problému.

P1i sestavovani matematickych modelt tloh linedrniho programovani postupujeme tak, ze nej-
prve urcime

e co ma byt vysledkem vypoctu, tzn. co predstavuji slozky vektoru a v jakych mérnych
jednotkach budou uvadény,

e 7 jakého hlediska budeme feseni dané tlohy optimalizovat, tzn. musime zformulovat Gce-
lovou funkci

e a nejdiive vécné a potom téz matematicky formulovat vlastni omezujici podminky.

Pozndmka. Poradi formulace ticelové funkce a omezujicich podminek mizeme zaménit.

Uvedeny postup ilustrujeme na nékolika prikladech, v nichz budou zastoupeny nékteré typické
ptipady vyuziti modeli linedrniho programovani.

1.1.3 Ruazné typy uloh LP

Podle povahy optimaliza¢niho problému v tlohédch LP (z hlediska formulace matematického
modelu) tyto tlohy nejéastéji délime na:

e vyrobni problémy,

e smésovaci problémy,

délici problémy,

dopravni problémy;,

ulohy s bindrnimi proménnymi,
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e ulohy s polotovary.

Vyrobni problémy

Ve vyrobnim problému se zadavatel nejcastéji snazi maximalizovat sviij zisk za podminek,
které ma dany. Zadavatel tedy vétSinou fesi problém, jaky objem vyrobkt od kterého druhu
ma vyrabét, aby neprekrocil své vyrobni kapacity a disponibilni mnozstvi jednotlivych surovin
a zaroven maximalizoval sviij zisk. Proménnych je tolik, kolik rtiznych druht vyrobka mize za-
davatel vyrabét. Tyto proménné vyjadiuji objem vyroby jednotlivych vjrobkt. Ucelovou funkci
je funkce zisku, kterou chce zadavatel maximalizovat a omezujicimi podminkami jsou podminky
na kapacitu vyroby, disponibilni mnozstvi surovin, popfipadé kvéty na vyrobky apod.

Priklad 1. Cukrdrna vyrabi dva druhy cukrovinek - s marcipdnem (A) a s marcipinem a
orisky (B). V urcitém obdobi jsou k dispozici 2 kg marcipanu a 3000 g oriski. Odhaduje se,
Ze cukrovinek s marcipdnem se prodd mazimdlné 150 kusi. Spotreba marcipdnu a oriski na
uvedené cukrovinky a cena cukrovinek jsou v ndsledujici tabulce.

A | B
Marcipan (g/ks) | 20 | 10
Orisky (g/ks) 0 |30
Cena (Ké/ks) 8 | 6

Uréete takovou strukturu vyroby cukrovinek, kterd by za dangch podminek zajistovala mazximdlni
trzby.

Matematicky model

Visledkem optimalizacniho vgpoctu bude nejvghodnéjsi pocet kusi cukrovinek druhu A (z1)

a B (x3). Uéelovd funkce predstavuje triby ziskané prodejem obou druhii cukrovinek (v K¢),
tzn. je tvaru

z =8x1 + 6x2 — max.

Vlastni omezugici podminky vyjadrugi
e spotrebu marcipdnu, ktera nesmi prekrocit disponibilni mnoZstvi
20z1 + 102 < 2000
o spotrebu oriski, kterd nesmi prekrocit disponibilni mnozZstvi
30z2 < 3000

e a omezenou vyrobu cukrovinek A

z1 <150

Nutné je pripojit © podminky nezdpornosti, a to x1,x2 > 0 a podminky celociselnosti.

Smeésovaci problémy

Typickym zastupcem téchto tiloh jsou ulohy nutri¢ni, kdy je cilem sestavit jidelnic¢ek s po-
tfebnym obsahem zivin a energie z rtznych surovin, u nichz zndme ceny a slozeni. V téchto
ulohach se zadavatel taze, kolik kterych vijchozich surovin ma pouzit do vysledné smési, aby jeji
cena byla co nejnizsi. Proménné vyjadiuji spotiebu jednotlivych surovin.
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Priklad 2. Denni jidelnicek sestaveny dle zdsad raciondini vyjZivy je treba doplnit vhodngmi po-
travinami tak, aby se energetickd hodnota zvysila nejmené o 1200 kJ, bilkoviny nejméne o 18 g,
sacharidy nejvyse o 90 g, tuk pouze o 1,2 g a vdpnik nejméné o 2 g. Jaké mnoZstvi nizko-
energetického jogurtu a celozrnnych krehkych platkd uspokoji tyto poZadavky pri minimdlnich
vydagich? Potrebné udaje pro vyreseni tohoto problému, vztaZené na 100 g uvedenych potravin,
jsou obsaZeny v nasledujict tabulce.

En.(kJ) | Bilk.(g) | Sach.(g) | Tuky(g) | Vap.(mg) | Cena(K¢)
Jogurt || 200 5 6 0,1 160 4
Cel. pl. || 1500 9 80 1,5 - 10

Matematicky model

Hledanygmi veli¢inami v dané tloze jsou vdhovd mnoZstvi wvaZovanych potravin (ve 100 g), a
to
T1 — mnozstvi jogurtu,
To — mmnozstvi celozrnnych pldtki.
Ucelovd funkce je tvaru
z =4x1 + 1022 — min.

Omezujici podminky jsou ddny nutricnimi pozZadavky na doplnéni denniho jidelnicku, coZ vyja-

drugi ndsledujict nerovnice a rovnice:

® pro enerqgii
2001 + 150022 > 1200

pro bilkoviny
5x1 + 9z > 18

e pro sacharidy
6x1 4+ 80x2 < 90

pro tuk
0,1x1 + 1,529 = 1,2

pro vdpnik
160z, > 2000

Podminky nezapornosti (r1,z2 > 0) jsou zde nutné, podminky celociselnosti nikoliv.

Délici problémy

Délici problémy fesi typicky situaci, kdy mame k dispozici uré¢ité mnozstvi materialu (desek,
ty¢l apod.), ze kterého potfebujeme ziskat urcity pocet jinak velkych desek ¢i tyé¢i. U délicich
problému se zadavatel pta, kolik ptvodnich desek mé roziezat a jakym zptisobem, aby dosahl
pozadovaného poctu vyslednych desek, pficemz jeho cilem mtze byt opét minimalizace nakladua
(rtzné velké ptivodni desky jsou za rtizné ceny), minimalizace rozfezanych desek, minimalizace
odpadu, apod. V tomto pfipadé je zapotrebi si rozepsat jednotlivé moznosti, jakjymi zpisoby lze
ziskat z ptivodniho materidlu pozadované kusy. Poc¢et proménnych je roven poctu vsech téchto
moznosti, pficemz hodnota proménné udava, kolik desek se méa roziezat pravé timto zptisobem.

Priklad 3. Podnik na vyrobu Zeleznijch konstrukci potrebuje z 35 dvoumetrovijch tyci natezat
alespon 52 tyci delky 50 cm a alespon 18 tyci délky 80 cm. Jak ma tyce vezat, aby ziskal poZa-
dovany pocet kratsich tyct
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e s minimdlnim odpadem,
e pri minimdlnim poctu rozrezanych tyci.

Ulohu vyreste za predpokladu, Ze neuvazujete zpiisob fezdni dvoumetrovych tyci s odpadem vétsim
nez 20 c¢cm. Pred sestavenim matematického modelu pro urceni optimdlniho Tezného pldnu je
nutné stanovit vsechny mozné varianty rezdni dvoumetrovych tyci na tyce délky 50 cm a 80 cm.
Tyto moznosti jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Vi | Va

50 cm 2 | 4
80 cm 1 0
odpad (¢cm) | 20 | 0

Matematicky model

Nezndmymi velicinami x; v TeSené tloze jsou pocty dvoumetrovyjch tyci rezanych podle va-
rianty Vj, j = 1,2. Plati x1 > 0, w2 > 0 a obé nezndmé musi splrovat podminku celociselnosti.
Vlastni omezugici podminky tlohy vyjadruji

e vztah mezi poctem rozrezanych dvoumetrovych tyci a jejich disponibilnim mnoZstvim
T, + 22 < 35
e poZadavek na vyrobu minimdlné 52 tyci délky 50 cm
2x1 +4x9 > 52
e poZadavek na vyrobu minimdlné 18 tyci délky 80 cm
xr1 > 18

K wvedenym trem vlastnim omezujicim podminkdam mizZeme formulovat dvé ucelové funkce

e minimalizace odpadu
z1 = 207 — min.
o minimalizace poctu rozrezanych tyci
z9 =1+ T2 — min.

Dopravni problémy

Jedna se o tlohy, kdy potfebujeme alokovat néjaké zbozi ¢i ndklad — typicky rozvoz zbozi
ze sklad do jednotlivych prodejen. Zname bud vzdélenosti mezi jednotlivymi misty a nebo
naklady na prepravu mezi témito misty, dale jsou zadany mnozstvi vyrobkt, které je mozno
odebrat z jednotlivych sklad@ a pozadavky jednotlivych prodejen.

V pripadé dopravniho problému se zadavatel taze, jaky objem vyrobkt mé pfepravit z kte-
rého skladu do které prodejny. Je-li tedy pocet skladii m a pocet prodejen n, potom v tloze
vystupuje m - n proménnych. Pro kazdou dvojici sklad-prodejna existuje pravé jedna proménna,
kterd udava, jaky objem vyroby se prepravi z konkrétniho skladu do konkrétni prodejny. Pro
feSeni tohoto typu tloh se vétSinou pouzivaji specidlni metody, kterymi se budeme zabyvat
pozdéji.
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Ulohy s binarnimi proménnymi

Typickym zastupcem téchto tloh jsou ulohy o rtznych vybérech — miZe se jednat o vybér
pracovniku ze skupiny Zadatelid o praci, o vybér vhodné varianty urcené k realizaci apod. Na
rozdil od pfedchozich typt tloh se neptdme na mnozstvi (kolik), ale zda ano ¢ ne. Proto hle-
dané proménné mohou nabyvat pouze hodnot 0 nebo 1 a predstavuji indikatory vybéru. Pokud
nabyva proménnd nulové hodnoty — varianta neni vybrana, pokud nabyva hodnoty 1, varianta
je vybrana.

Priklad 4. Stavebni podnik si miZe vybrat z 5 staveb nejvyse 3 tak, aby mésicni ndklady na
tyto stavby neprekrocily 200 milionu K¢é. Predpoklddané mesicni naklady na tyto stavby a rocéni
vynosy z nich jsou uvedeny v tabulce (v mil. K¢é).

Stavba S1 | S2| S3 | S4| Ss
Naklady || 28 | 42 | 66 | 33 | 78
Viynosy || 56 | 82 | 104 | 63 | 120

Pro které stavby se md podnik rozhodnout, aby predpokladané celkové rocni viynosy ze staveb
byly co nejvétsi, jestlize nemize soucasné vybrat stavby So a S4, ale md zdjem alespori na jedné
stavbé ze staveb S1, Ss, Sy.

Matematicky model

Promeénné tentokrat budou indikovat vybér staveb Si, Sa, S3, Si a S5. Bude to pét bindr-
nich proménnych x1,x2,...,xs5, které budou nabyvat hodnoty 1, pokud stavba bude realizovdana,
a hodnoty 0, pokud nebude realizovdna.

Viastni omezujict podminky jsou
e pozZadavek na vybér nejvyse tri staveb
T1+ T2+ a3+ T8 +25 <3
e poZadavek na horni hranict ndkladi
28x1 + 4229 4 6623 + 334 + T8x5 < 200
e pozZadavek na vybér maximdlné jedné ze staveb Sy a Sy
To+x4 <1
e a pozZadavek na vybér alespor jedné ze staveb Sy, S3, Sy
r1+x3+1w4>1

Nevlastni omezujict podminky

T1,X2,...,T5 — bindrni.

Podminky nezdpornosti neni nutné uvddét, nebot bindrni proménnd nabyvd pouze hodnot 0 a 1.
Ucelovd funkce mad potom tvar:

z = 56x1 + 8229 + 10423 + 6324 + 12025 — max.
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Ulohy s polotovary

Uloha s polotovary je zvlastni piipad vyrobniho planovani. Jedna se o p¥ipad, kdy nékteré
vyrobky nejsou prodavany, ale jsou vyuzivany jako zdroj pro vyrobu jinych vyrobki. Tato skutec-
nost musi byt zohlednéna jak v omezujicich podminkach (je nutné zajistit dostateéné mnozstvi
vyrobki, které maji slouzit jako polotovar), tak v Géelové funkci (trzby nelze pocitat ze vSech
vyrobkid, ale pouze z téch, které jsou prodavany a ne z téch, které jsou pouzivany pro dalsi
vyrobu).

Priklad 5. Nabytkdrskd firma vyrdabi dva druhy stoli (S1, S2) a Zidle (Z). Pti produkci je ome-
zena disponibilnim mnoZstvim desek (v obdobi, pro které firma plinuje vyrobu, bude k dispozici
800 béznych metra desek) a omezenymi pracovnimi moznostmi délniki (v uvaZovaném obdobi
kapacita pracovni doby bude 1240 hodin). Spotreba uvedenych zdroji na jednotlivé vyrobky a pro-
dejni cena za jeden vyrobek je zapsdna v nasledujici tabulce:

S1 Sy Z
Desky (bm/ks) 4 3 1
Ruénd prace (hod/ks) | 6 4 2
Cena (K&/ks) 8000 | 7500 | 1800

Kromé uvedengjch vyrobku muze firma proddvat komplety obsahujici jeden stil typu S1 a ctyri
Zidle. Cena tohoto kompletu c¢ini 14900 K¢, pricemZ vzhledem k poptduce je zapotrebi nabidnout
techto kompletu alespornt 20. Za danych podminek urcete takové mnoZstvi proddavanych vyrobki
a kompletu, které firmé zajisti mazimadlnt trzby.

Matematicky model

V matematické formulaci uvedené dlohy budou ¢tyri strukturni proménné, a to
x1 — pocet stolu typu S1,
To — pocet stolu typu S2,
x3 — pocet Zidli,
x4 — pocet kompleti.
Omezujict podminky jsou dany

e vztahem mezi disponibilnim mnoZstvim vyrobnich zdroji (tj. desek a rucni prace) a jejich
spotrebou

4x1 + 3x2 + x3 < 800
6x1 + 4z + 223 < 1240
o uztahem mezi poctem stoli typu S1 a poctem Zidli a mezi poctem kompleti
T1 2 T4
x3 > 4xy

e pozZadavkem na minimdlni pocet kompleti

x4220

Vsechny uvedené promenné musi byt nezdaporné a celociselné.
V acelové funkci bude vyjddren poZadavek na maximalizaci trZeb, pricemz je treba uwvdzit, Ze se
budou proddvat pouze ty stoly typu S1 a ty Zidle, které nebudou soucdsti kompleti. Bude tedy
platit

z = 8000(z1 — x4) + 7500z 4+ 1800(x3 — 4x4) + 1490024 — max.
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Po tpravé ziskame nasledujici model tlohy lineadrniho programovani.

z = 8000z + 750022 + 180023 — 30024 — max
4x1 + 322 +2x3 < 800
6x1 + 4xo + 223 < 1240
—r1+xz4 <0
—z3+4xs < 0
rqy > 20
rj > 0,Vj=1,2,...,4

1.1.4 Matematicky model

Matematicky model popsaného typu optimaliza¢nich tloh se tedy skldda z celové funkce,
z vlastnich omezujicich podminek a z podminek nezdpornosti. Pokud ucelova funkce je line-
arni a vSechny vlastni omezujici podminky jsou dany linedrnimi nerovnicemi a rovnicemi, jde
o matematicky model tlohy linedrniho programovéani. Pro piiklad 1 ze strany 11, jehoz mate-

maticky model ma tvar

z = 8x1 + 622
2021 + 102
30x9

T

T

T2

muzeme obecné zapsat

Z = C1T1 + C2%9
a11%1 + a12T2
a21%1 + a2T2
a31T1 + azax2

1

x2

max
2000
3000
150

IV IV IA A IA |

max
b1
ba

IV IV IA A A ]
&

kde a;; jsou strukturni koeficienty, b, poZadavkova ¢isla a c; ceny. Index ¢ predstavuje
¢islo omezujici podminky, které muze nabyvat hodnot ¢ = 1,2,...,m (m je pocet omezujicich
podminek) a index j predstavuje ¢islo proménné, které muze nabyvat hodnot j = 1,2,...,n
(n je poéet proménnych). Obecné muzeme matematicky model zapsat i pomoci vektori a matic:

>
%
vV IA ]

max

b
0.

Nyni si vysvétlime jednotlivé symboly pro nas priklad 1.
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Matice strukturnich koeficienttt A = (a;;):

20 10
A = 0 30
1 0

Vektor pozadavkovych é&isel (pravych stran omezujicich podminek) b = (by, ba, ..., by)7:

b = (2000,3000,150)7

e Vektor cen (vektor jednotkovych ziskil, ndklad@ apod.) ¢ = (c1,ca,...,cn)T:
c = (8,67
e Vektor feseni optimaliza¢niho problému x = (21,2, ...,z,)7, kde jednotlivé slozky pied-

stavuji v nasem pfikladu 1 optiméalni mnozstvi jednotlivych vyrobki.
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Cvicdeni

Cvicent 1.1. V dilné se vyrabéji ¢tyfi druhy vyrobka - stoly, zidle, psaci stoly a knihovny.
Majitel dilny chce urcit, kolik stold, zidli, psacich stoli a knihoven musi vyrobit, aby optiméalné
vyuzil zdroje, kterymi disponuje. Na zhotoveni uvedenych predméti se pouzivaji dva typy desek.
Podnikatel ma na skladé 1500 metrti desek prvniho a 1000 metrti desek druhého typu. Ma k dis-
pozici kapacitu 800 pracovnich hodin. Na vyrobu kazdého stolu, zidle, psaciho stolu a knihovny
je potieba 5, 1, 9 a 12 metrt desek prvniho typu, 2, 3, 4 a 1 metrt desek druhého typu a 3, 2,
5 a 10 pracovnich hodin. Zisk je vykalkulovan na 1200 K¢ za stil, 500 K¢ za zidli, 1500 K¢ za
psaci sttl a 1000 K¢ za knihovnu. Pfi zachovani uvedenych podminek je potfeba urcit takovy
vyrobni plan, aby se dosahl maximalni zisk.

Cvicent 1.2. Firma vyrabi dva druhy barev pro interiéry a exteriéry ze dvou materidli M1 a
M2. Naésledujici tabulka obsahuje spotfebu surovin.

barva interiéry | barva exteriéry | zasoby na den
M; (tuny) 6 4 24
M> (tuny) 1 2 6
Zisk (1000 K¢&/tunu) 5 4

Maximéalni denni pozadavek na mnozstvi barvy pro interiér jsou 2 tuny, navic toto mnozstvi
nema prekroc¢it mnozstvi barvy pro exteriér o vice nez 1 tunu. Firma chce naplanovat denni
vyrobu tak, aby byl maximalizovan denni zisk.

Cvicent 1.3. Kolonial prodava dva napoje (Coca Cola a Sprite). Zisk z jedné plechovky Coca
Coly je 7 K¢ a zisk z jedné plechovky Sprite je 5 K¢é. V kolonialu se neproda vice nez 500 ple-
chovek za den, pricemz levnéjsi Sprite je alespon dvakrat vice zadany. Cola se prodava v poctu
minimalné 100 plechovek za den. Kolik plechovek obou népoji na jeden den bude objednavano,
aby byl maximalizovan zisk?

Cwviceni 1.4. Banka planuje vyclenit ¢astku 200 miliént K¢ na ptijéky na byty a pijcky na auta
- s troky 14% a 12%. Oba typy pujcek by mély byt splaceny do roka. ZkuSenost ukazuje, Ze
3% z pijéek na byty a 2% z pujc¢ek na auta se nikdy nevrati. Banka obvykle pfidéluje alespor
dvakrat vice penéz na pijcky na auta. Urcete optimalni vysSe ptjcek, aby zisk banky byl co
nejvetsi.

Cvicent 1.5. Z dvoumetrovych ty¢i je tfeba nafezat alesponn 160 ty¢i délky 50 cm, 200 tyci
délky 70 cm a 250 tyci délky 90 cm. Povoleny odpad pii fezani je maximalné 20 cm.

a) Minimalizujte celkovy odpad z fezéni.
b) Minimalizujte pocet rozfezanych dvoumetrovych tyci.

Cwvicent 1.6. Vyrobky Vi, V5 a V3 se vyrdbi se ze suroviny S a polotovart Vi a V. Zisk z prodeje
jednoho kusu vyrobku V; je 50 K¢, za kus V5 140 K¢ a za kus V3 350 K¢. K dispozici je 1100
jednotek suroviny S. V nésledujici tabulce jsou spotieby suroviny a polotovart na jednotku
vyrobku:

Vi|Ve | V3
S 1711815
i 2 | 3
Vs 1

Urcete optimalni mnozstvi vyrabénych vyrobkt, aby firma dosdhla maximalniho zisku.

Cvicent 1.7. Firma vyrabi hnédy, bily a mouckovy cukr. Na tyden ma k dispozici 4200 t cukrové
tftiny. Jedna tuna hnédého cukru se vyrobi z t¥i tun titiny. Bily cukr se vyrabi z hnédého, a to
jedna tuna z 1,25t a mouckovy se vyrabi z bilého, a to jedna tuna z 1,05 tun bilého. Jednotkovy
zisk je 1500 K¢ z tuny hnédého cukru, 2000 K¢ z tuny bilého cukru a 2300 K¢ z tuny mouckového.
Maximalizujte zisk z prodeje.
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Cvicent 1.8. Farma potfebuje nejméné 800 kg specilni stravy denné. Specidlni strava je smési
kukufice a sojovych bobi se slozkami:

proteiny (kg) | vldknina (kg) | ndklady (K¢/kg)
kukutice (kg) 0,09 0,02 3
séjové boby (kg) 0,6 0,06 9

Denni déavka mé obsahovat alespon 30% proteinii a nejvyse 5% vldkniny a méa byt co nejlevnéjsi.

Cvicent 1.9. Vedeni podniku, ktery rozsifuje svoji vyrobni ¢innost, vypsalo vybérové fizeni
na tfi mista vedoucich pracovnik® v ekonomickém oddéleni. Prihlasilo se pét zdjemcti, z nichz
kazdy se podrobil psychologicko-odbornému testu a vyjadril svoji predstavu o mési¢nim platu.
Vysledky tohoto Setfeni jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Uchazeé A B|C|D]|E
Podet bodu 7151|8419
Meési¢ni plat (tis. Ké) 25122 26| 20 | 28

Ukolem vedeni podniku je vybrat z piihlaenjch zajemcti tii pracovniky tak, aby
e mésicné nebylo vyplaceno na mzdach vice nez 75 tisic K¢,

e byl piijat alespon jeden ze zdjemcu A a C, nebot jde o uchazece se sniZenou pracovni
schopnosti,

e nebyli soucasné prijati uchazeci B a E, ktefi jsou v pribuzenském poméru,

e bylo pfihlédnuto k vysledktim testu, tzn. aby za vySe uvedenych podminek byli prijati
uchazeci s nejvyssim poctem bod.

Vysledky

Vysledky 1.1

Proménné:

x1 — pocet vyrobenych stoli (ks),

x9 — pocet vyrobenych zidli (ks),

x3 — pocet vyrobenych psacich stoli (ks),

x4 — pocet vyrobenych knihoven (ks),

je u nich pozadovana nezapornost a celociselnost.
Model tdlohy:

z = 1200x1 + 50022 4 150023 4+ 100024 — max
51 + T2+ 923 + 1224 < 1500
201+ 3z +4x3+24 < 1000
3x1 + 229 + bxg + 10y < 800
r, > 0,1=1,2,3,4
celociselnost

Vysledky 1.2

Proménné:

x1 — mnozstvi barvy pro interiér (t),
xo — mnozstvi barvy pro exteriér (t),
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je u nich poZzadovana nezapornost.
Model tdlohy:

z = 5x1 + 4x9
6x1 + 4x2

1 + 2x9

Z

T — X2

Ty

Vysledky 1.3

Proménné:

x1 — pocet plechovek Coca Cola (ks),
x9 — pocet plechovek Sprite (ks),

KAPITOLA 1. LINEARNI PROGRAMOVANI

IV IA A A A ]

je u nich pozadovana nezapornost a celociselnost.

Model ulohy:

z="Tx1+ dxo
Tl + X2

21‘1 — X9

x1

T

celoéiselnost

Vysledky 1.4

Proménné:

x1 — pujcky na byty (milioni K¢),
xo — pujcky na auta (miliont K¢),
je u nich pozadovana nezapornost.
Model tlohy:

z2=1,14%0,97x1 + 1,12 % 0,982x2 — 1 — 22

Vysledky 1.5

vV IV IA A ]

max
24

max

500

100
0,i=1,2

—  max
z1+2x2 < 200
2001 —x2 < 0
x; > 0,0=1,2.

Varianty, jak lze ziskat tyce pozadované délky, jsou obsazeny v nasledujici tabulce:

Varianta 1 2 3] 4
50 cm -1 (4] 2
70 cm - | 2 -
90 cm 2| - |—-11

odpad (cm) | 20 | 10 | — | 10

Proménné:

x1 — pocet tyci roziezanych variantou 1,
9 — pocet tyci roziezanych variantou 2,
xr3 — pocet tyci roziezanych variantou 3,
x4 — pocet tyci roziezanych variantou 4,
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je u nich poZzadovana nezapornost a celociselnost.
Model tdlohy:

2q = 2021 + 1029 + Ox3 + 104 — min
2y =x1+To+2x3+r4 — min
To +4x3 +2x4 > 160
2xy > 200
2x1+x4 > 250
r, > 0,0=1,23,4
celociselnost

Vysledky 1.6

Proménné:

x1 — pocet vyrobenych vyrobka V; (ks),

x9 — pocet vyrobenych vyrobku Vs (ks),

x3 — pocet vyrobenych vyrobka V3 (ks),

je u nich pozadovana nezapornost a celociselnost.
Model ulohy:

z = 50(x1 — 229 — 3x3) + 140(z9 — x3) + 35023
1,721 4+ 1,822 + 1,523
2x9 + 313

3

IV IA AN IN |

Ty
celoCiselnost

Vysledky 1.7

Proménné:

x1 — hnédy cukr (t),

x9 — bily cukr (t),

x3 — mouckovy cukr (t),

je u nich pozadovana nezapornost.
Model tdlohy:

z = 1500(x1 — 1,25x9) + 2000(z2 — 1,052z3) + 2300x3
3x1
1,255
1,05z
Ti
Vysledky 1.8
Proménné:
x1 — mnozstvi kukufice (kg),
x9 — mnozstvi sGjovych bobu (kg),
je u nich pozadovana nezapornost.
Model ulohy:
z=3x1+92 — min
0,0921 + 0,622 > 0,3(x1 + x2)
0,02x1 +0,06x2 < 0,05(x1 + x2)
r1+xog > 800
x; > 0,i=1,2.

max

1100

I

T2

0,i=1,2,3

IV IA IA A ]

max
4200
x1
x2

0,i=1,2,3.

21
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Vysledky 1.9

Proménné:

x1 —indikator vybéru pracovnika A, indikuje, zda vybereme pracovnika A (ano —nabyva hodnoty
1, ne — nabyva hodnoty 0)

2o — indikator vybéru pracovnika B,

x3 — indikator vybéru pracovnika C,

x4 — indikator vybéru pracovnika D,

x5 — indikator vybéru pracovnika E,

vSechny proménné jsou binarni.

Model tdlohy:

z ="Tx1 + 529 + 8x3 + 4x4 + 925 — max
Ty + T +r3+x4+2x5 = 3
25x1 4+ 22x9 + 263 4+ 2024 + 2825 < 75
r1+x3 2> 1
o +x5 <1

x; binarni, 1 = 1,2, 3,4, 5.
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1.2 Grafické fesSeni uloh linearniho programovani

Pokud matematicky model tlohy linedrniho programovéani obsahuje pouze dvé strukturni pro-
ménné, mizeme najit mnozinu pripustnych feSeni a vyhledat na ni extrém tcéelové funkce pomoci
grafického znézornéni v roviné pravouhlych souradnych os.

V tlohach linedrniho programovani je nutné jesté respektovat podminky nezapornosti obou
neznamych, tzn. uvazovat prinik pfislusnych polorovin pouze v I. kvadrantu. Kromé toho mtize
soustava vlastnich omezujicich podminek obsahovat téz rovnice (jejich grafickym znézornénim
jsou piimky), takze obecné mnozinu piipustnych feSeni tvori prinik vSech odpovidajicich po-
lorovin, pfimek a I. kvadrantu. Je-li tento prinik prazdny, dana tloha nemé pripustné reseni.
Neprazdny prinik polorovin a pfimek, které jsou konvexnimi utvary (s kazdymi dvéma body
v nich lezi i jejich spojnice), je opét konvexni utvar, ktery méa koneény pocet krajnich bodu
(vrchol) a ktery je bud omezeny (pak jde o tzv. konvexni polyedr), nebo neomezeny. Jestlize
proménné musi byt celoc¢iselné, mnozina piipustnych feseni se redukuje na prusecéiky svislych
a vodorovnych pfrimek, mezi nimiz je jednotkova vzdalenost.

Zde budeme ilustrovat postup pri grafickém feSeni na prikladu 1 ze strany 11, ve kterém
vynechame pozadavek celociselnosti. VyTesime tedy graficky soustavu nerovnic

z=8x1 +6x2 — max
a)20z1 + 10x2 < 2000
b)30z2 < 3000
cry < 150
ry; > 0
zo > 0.

Jak jsme jiz uvedli, vzhledem k podminkam nezapornosti je pro nas piijatelné pouze feseni, které
se naléza v prvnim kvadrantu. Postupné budeme graficky znazornovat omezujici podminky.

Prvni omezujici podminka je zndzornéna na obrazku 1.1. Nejprve je tfeba zjistit, jaky tsek
vytind prvni omezujici podminka na ose 1 a jaky tsek na ose z3. Usek na ose z; zjistime
tak, ze za proménnou xo dosadime do prvni omezujici podminky 0 a dopoc¢itame hodnotu x;.
Stejnym zpusobem dopoéitame usek, ktery prvni podminka vytina na ose x5 (polozime 21 = 0
a dopocitdme hodnotu proménné z3). Konkrétné pro prvni omezujici podminku fesime

20x1 + 1022 = 2000
20z1 + 10 -0 = 2000
20z = 2000
x1 = 100

20z1 + 10z = 2000
20 - 0 + 10z = 2000
10z2 = 2000
9 = 200

Soufadnice bodu, ktery lezi na ose x1 jsou [100;0] a soufadnice bodu, ktery lezi na ose zo
jsou [0;200]. Oba tyto body spojime pfimkou. VSechny body, které lezi na této pfimce jsou
feSenim prvni podminky, pokud by to byla rovnice. Vzhledem k tomu, Ze prvni podminka je
nerovnice, jejim Tesenim je, kromé primky, jesté jedna z polorovin. Ktera to je, zjistime tak, Ze
do podminky dosadime soufadnice libovolného bodu. Pokud podminka plati, feSenim nerovnice
je polorovina, ve které lezi dosazovany bod. Naptiklad pokud do podminky dosadime soufadnice
[10;0], podminka je splnéna a my vime, Ze FeSenim prvni nerovnice je polorovina, ve které lezi
bod se soufadnicemi [10;0], viz obrazek 1.1.
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Pozndmka. Nezapomenme, Ze nas zajima pouze feSeni v prvnim kvadrantu vzhledem k pod-
minkdm nezdpornosti. Prvni omezujici podmince a zaroveni podminkédm nezépornosti vyhovuje
pouze trojuhelnik na obrazku 1.1.

Stejnym zpusobem graficky znazornime druhou omezujici podminku. Zde je proménna x
s nulovym koeficientem. At jiz je hodnota proménné x; jakdkoliv, proménna xs bude nabyvat
stale hodnoty 100. Druhé omezujici podminka je zndzornéna na obrazku 1.2. Na tomto obrazku
je opét vyplnény prinik feseni, kterd vyhovuji prvni a druhé omezujici podmince i podminkam
nezapornosti. VSechny vlastni omezujici podminky a prinik jejich feseni jsou znazornény na
obrazku 1.3.

a)

Obrézek 1.1: Grafické znazornéni prvni omezujici podminky

Prinik feSeni vSech nerovnic (omezujicich podminek) — pokud existuje — budeme nazyvat
mnozina vSech pripustnych feseni. V piikladu 1 je to ¢tyfihelnik. Je to mnozina takovych
feSeni, kterd vyhovuji vSem omezujicim podminkam. Soufadnice kazdého bodu mnoziny pfi-
pustnych feSeni predstavuji pfipustné reseni dané ulohy, pricemz krajni body této mnoziny jsou
obrazy pripustnych zakladnich FeSeni. M4-li dan4 Gloha koneéné optimélni feSeni, podle za-
kladni véty linedrniho programovani je toto feSeni zakladni, neboli je zobrazeno jednim z vrcholi
mnoZiny viech pfipustngch feseni. ReSen tiloha ma tedy 4 zékladni pfipustna feSeni, zobrazena,
vrcholy vyznaceného ¢tytuhelnika, pricemz jeden z téchto vrcholti je obrazem optimalniho FeSeni.

Nasim tikolem je najit optimalni feseni. To mtizeme provést dvéma zptlisoby.

1. Dopocitame soutradnice vSech vrcholti mnoziny pfipustnych feSeni a tyto souradnice do-
sadime postupné do ucelové funkce. Na obrazku 1.4 jsou oznaceny vrcholy mnozZiny pii-
pustnych feSeni pismeny A, B, C a D.

Poznamka. Piipomenme, ze soufadnice bodu, ktery lezi na priise¢iku dvou primek spodi-
tame vyfesenim soustavy dvou rovnic, kterymi jsou vyjadieny tyto primky. Naptiklad pro
bod C fesime soustavu
2021 + 10z = 2000
30zx2 = 3000.

Vysledkem jsou soufadnice bodu C [50;100].
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a)

b)

Obrazek 1.2: Grafické znazornéni prvni a druhé omezujici podminky

<)

b)

Obrazek 1.3: Grafické znézornéni tfech vlastnich omezujicich podminek

Kdyz mame k dispozici soutadnice v§ech bodt (A=[0;0], B=[100;0], C=[50;100] a D=[0;100]),
dosadime je postupné do ucelové funkce a ziskdme hodnoty tcelové funkce s rtiznymi fe-
Senimi:

za = 0,2z = 800, zc = 1000, zp = 600

Nejlepsi (v nasem piipadé nejvyssi) hodnoty tcelové funkce dosdhneme v bodé C. To
znamena, ze za danych omezujicich podminek je z hlediska zisku nejlepsi vyrabét 50 kust
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cukrovinky A a 100 kust cukrovinky B. Vyrobce pak bude z této vyroby dosahovat trzeb
1000 K¢.

. Graficky znézornime ucelovou funkci a hledame prinik této funkce s mnozinou piipust-

nych feSeni. Nejprve potfebujeme ziskat ”sklon” primky, kterd je grafickym resSeni tcelové
funkce. To ziskdme tak, Ze za z dosadime libovolné ¢islo a dopocitdme soufadnice prisec¢iku
ucelové funkce s osami x1 a x2. Oba body zakreslime do soustavy soufadnic a spojime je
pfimkou (pouzivdme pferusovanou ¢aru pro odliseni tcelové funkce a omezujicich podmi-
nek). Na obrazku 1.4 jsou znazornény dvé tcelové funkce (z; = 600 a zp = 1000).

Pozndmka. Vsiméte si, ze ¢im ma tcelova funkce vyssi hodnotu, tim ”vyse” jeji graf protind
osu Iro.

Pro libovolné zvolenou hodnotu tcelové funkce tuto funkei graficky zndzornime a potom ji
posouvame rovnobézné do prvniho nebo posledniho bodu (zélezi na vychozi poloze), kde
se nam protne funkce s mnozinu pfipustnych feseni.

Pozndamka. Je tfeba si uvédomit, kde lezi pivodni tcelova funkce a kterym smérem ji
posouvame, abychom dosahli pozadovaného extrémniho feSeni. V ptipadé, Ze si nejsme
jisti, kterym smérem se blizime k maximu (minimu), je vhodné si dosadit za z dvé rizné
hodnoty.

Obrazek 1.4: Grafické reseni prikladu 1

Vyteseny priklad predstavuje nejcastéjsi typ tlohy linearniho programovéani, kdy existuje ko-
necné optimalni reseni. Zvlastni ptripady, které mohou pfi feseni tloh linedrniho programovani
nastat, jsou ilustrovany na nasledujicich, graficky fesenych piikladech.

1.2.1 Zvlastni priklady grafického FeSeni

e Uloha nema pripustné reseni

Tento pripad se pfi grafickém zptsobu feseni projevi tak, ze poloroviny a piimky, zadané
soustavou vlastnich omezujicich podminek, nemaji v I. kvadrantu Zadny spoleény bod.
Tohoto druhu je tloha o optimalnim slozeni vyzivového dopliku (priklad 2 ze strany 12).
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MnoZina pripustnych feseni je tvorena prinikem 4 polorovin, jedné primky a I. kvadrantem
(viz obrazek 1.5), pfi¢emz tento prinik je prazdny. Uloha se stane Fesitelnou vynechanim
podminky, ktera urcuje pozadavek na mnozstvi vapniku, kdy mnozinou pfipustnych reSeni
se stane tise¢ka AB. Ucelova funkce nabyva na této tise¢ce minima v bodé A = [2,46;0,636],
neboli pozadované mnozstvi zivin lze nejlevnéji ziskat konzumaci 246 g jogurtu a 63,6 g
celozrnnych platka. Cena této kombinace potravin je 16,20 K¢. Z obrazku je patrné, ze
zjistény vyzivovy doplnék bude obsahovat nadlimitni mnozstvi energie, obsah bilkovin
bude na dolni pozadované hranici a horni hranice pro obsah sacharidi nebude dosazena.

Obrazek 1.5: Grafické reseni prikladu 2

e Uloha ma nekoneéné mnoho optimalnich FeSeni se stejnou hodnotou ticelové
funkce
Tento pfipad nastane tehdy, kdyz pfimka znazornujici ii¢elovou funkci pro jeji libovolné
zvolenou hodnotu je rovnobézna s nékterou z piimek, které omezuji mnozinu pripustnych
feseni. Tohoto druhu je tloha o racionalnim déleni ty¢i (viz pfiklad 3 na strané 12), a to
pfi volbé minimalizace odpadu, kdy pfimky o rovnici z = 20z; jsou rovnobézné se svislou
stranou ¢tyfthelnika znazornujiciho mnozinu piipustnych feSeni (viz obrézek 1.6). Opti-
malni FeSeni jsou znazornéna vsemi body tsecky AB, pficemz koncovymi body této tsecky
jsou zobrazena zakladni feSeni. Plati A = [18, 4] (tj. rozfezat 18 ty¢i podle prvni varianty
a 4 tyce podle druhé varianty), B = [18, 17] (18 ty¢i rozfezat podle V; a 17 ty¢i podle
V2), pfi¢emz obéma témto Feznym planim odpovida stejny odpad 360 cm. Pfi FeSeni zob-
razeném bodem A bude jesté 13 dvoumetrovych ty¢i zbyvat, zatimco bodu B odpovida
FeSeni s vyuzitim vSech 35 dvoumetrovych ty¢i. Nejniz$i mozny odpad zajistuje téz feSeni
znazornéné libovolnym bodem tsecky AB, ktery ziskdme jako konvexni kombinaci jejich
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koncovych bodd. Pozadavku celociselnosti proménné zs ovSem odpovidaji pouze body
s celoéiselnymi soufadnicemi xo = 5,6,7,...,16.

<)

I

~ \ X

Obrazek 1.6: Grafické feSeni prikladu 3

e Hodnota icelové funkce je neomezena
Tento pfipad mtze nastat tehdy, kdyz mnozina piipustnych feseni je neomezend. Ukazkou
je nasledujici priklad.
Reseny piiklad 1.1. Firma usiluje o co nejuétsi ihrnngy pocet virobki Vi a Vs, jejich?
prodejem by dosdhla trzby alespori 30 tisic Ké. Cena vyrobku Vi je 3 tisice K¢é/ks, vyjrobek
Vo se proddvd za 4 tisice Ké/ks. Viyrobek Vo wvyZaduje specidlni vyrobni zatizeni, které
umoznuje jeho vyrobu v rozsahu nejvyse 6 kusu. Kolik vyrobku Vi a Vo md firma vyrdbét?

Reseni. Model bude mit dvé strukturni proménné, a to x; (pocet vyrobki V3 v kusech)
a zg (pocet Va v kusech). Omezujici podminky a téelova funkce budou mit tvar:

zZ2=x1+2x92 — max
3r1+4x2 > 30
xg <
ry =
xg > 0,

Mnozina p¥ipustnych feSeni je v tomto pfipadé neomezend (viz obrazek 1.7) a dand uce-
lova funkce muzZe neomezené vzrustat (grafem ucelové funkce, sestrojenym pro jeji urcitou
hodnotu, miZeme neomezené posouvat ve sméru rostouci hodnoty tcelové funkce a porad
existuji jeho spoleéné body s mnozinou piipustnych feseni). Kdybychom ale za danych
podminek minimalizovali thrnné naklady na vyrobu obou vyrobkt za pfedpokladu, ze
s vyrobou jednoho kusu vyrobku Vj jsou spojeny naklady 1,5 tisice K¢ a néklady na 1 kus
vyrobku V5 ¢ini 1 tisic K¢, uc¢elova funkce zo = 1,521 + 22 nabyva minima v bodé A = [2, 6],
tzn. pro minimaliza¢ni dlohu existuje konecné optimalni feseni. Nejnizsich nakladd 9 ti-
sic K¢ by bylo dosaZeno pfi vyrobé 2 kust vyrobku V; a 6 kust vyrobku V5. Tato struktura
vyroby by zajistovala dolni hranici trZzeb a horni hranici pro pocet vyrobku V5.
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1

Obrazek 1.7: Grafické Teseni prikladu 1.1

Prestoze se v praxi vyskytuje malo optimaliza¢nich problémid pouze se dvéma proménnymi,
graficky zpusob feseni tloh tohoto typu je velmi nazorny (lze na ném ilustrovat napf. obecné
vlastnosti tloh linearniho programovani).
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Cviceni

Cwvicent 1.10. Na jaké miniméalni ploSe lze péstovanim Zita a pSenice ziskat alesponi 100 tun
zrna a 90 tun slamy? Predpoklddané hektarové vynosy obou plodin jsou uvedeny v tabulce.

zito | pSenice
Zrno 4 )
slama | 4,5 4

Cwvicent 1.11. Stavebni firma provadi stavby novych budov a opravy a renovace starych. Zisk
z novych staveb ¢ini 20% z vloZzenych nakladi, zatimco z opravenych a renovovanych budov je
to 25%. Aby firma nemusela shanét ptidu pro nové stavby, planuje alespon 40 milioni K¢ na
opravy a renovace, ale pritom tato ¢innost nesmi stat vic nez polovinu celkovych stavebnich
nakladt. 5% nékladi tvoii v obou piipadech fixni rezijni néklady, jejichz dolni hranice je od-
hadnuta na 5 miliont K¢. Firma zaméstnava 180 kvalifikovanych pracovnikti, pficemz prace na
novych domech v hodnoté 10 miliontt K¢ si vyzada 12 pracovnik®l a pfi opravich a renovacich
18 pracovniki.

a) Kolik miliont ma firma vénovat na stavbu novych domu a kolik na opravy a renovace
starych, aby zajistila maximalni zisk? Ulohu feste graficky a z grafu uréete, kterd omezeni
jsou pro optimalni rozdéleni nakladt rozhodujici.

b) O kolik bude prekrocena dolni hranice fixnich rezijnich naklada?

c) Jak se zméni optimalni feSeni, jestlize opravy a renovace starych budov v hodnoté 10 mi-
liont K¢ si vyzadaji pouze 15 pracovnika?

d) Jak se zméni optimdlni FeSeni ziskané v ukolu 1), jestlize firma m4 nedostatek pracovniki
a chce minimalizovat jejich pocet bez ohledu na dosazeny zisk? Jak se tato tspora projevi
na zisku firmy?

Cwvicent 1.12. Provozovatel balici linky vyrobkil chce zvysit kvalitu prace zpomalenim pohybu
pasu. Pri rychlejsim chodu, kdy ¢as linky pfipadajici na jeden vyrobek je 3 minuty, je 5% zmetk.
Pii pomalejsim chodu pasu na jeden vyrobek pripada 5 minut, ale procento zmetki je pouze 2.
Kolik vyrobki za sménu (8 hodin) z celkového poétu 100 kust méa byt zabaleno pfi rychlém,
a kolik pfi pomalém pohybu pasu, aby pocet vadné zabalenych vyrobka byl co nejmensi?

Vysledky

Vysledky 1.10
21,5 ha

Vysledky 1.11 a) 90 milionii Ké na stavbu novych budov, 40 miliont K¢ na renovace. Roz-
hodujici je dolni hranice ndkladd na opravy a disponibilni mnozstvi pracovniki.

b) o 1,5 miliont K¢é

c) tloha bude mit nekoneéné mnoho rovnocennych optimélnich feSeni, kterd jsou konvexni

kombinaci feseni (100;40) a (232; 200)

Vysledky 1.12
10 vyrobkd pii rychlém chodu, 90 vyrobkt pfi pomalém chodu.
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1.3 Obecné vlastnosti reseni uloh LP

Obecné lze prevést soustavu nerovnic, kterd tvori vlastni omezujici podminky, na soustavu rov-
nic pomoci pfidatnych proménnych. O soustavé rovnic, ktera je pfifazena soustavé omezujicich
podminek po zavedeni pridatnych proménnych, predpoklddejme, Ze je tvofena nezavislymi rov-
nicemi, tzn. Ze hodnost matice jejich koeficientd se rovna poc¢tu rovnic. ProtoZe pocet neznamych
je vidy vétsi nez pocet rovnic (n > m), soustava mé nekoneény pocet feseni, kterd dostaneme
tak, ze hodnoty n—m neznamych volime libovolné (aby soustava m rovnic pro zbyvajicich m ne-
znamych byla Fesitelna, musi obsahovat linedrné nezavislé rovnice, coz ovliviiuje vybér n — m
volitelnych neznamgych). Vzhledem k ekonomické interpretaci nezndmych v tlohéach linedrniho
programovani se zabyvame pouze nezapornym feSenim soustavy rovnic, které nazyvame resenim
pripustnym. Pfipustné feseni soustavy, pro které ucelova funkce nabyva nejlep$i, tj. maximélni
nebo minimalni hodnoty, nazyvame optimalnim feSenim dané ulohy linedrniho programovani.
D4 se dokazat, ze mnozina vSech pfipustnych feseni kazdé soustavy rovnic je mnozinou konvexni,
tzn. Ze libovolna konvexni kombinace pripustnych feSeni je opét pripustné feseni. Zakladni pri-
pustné TeSeni soustavy m linearnich rovnic o n neznamych obsahuje nejvyse m kladnych slozek,
pricemz vektory strukturnich koeficientd téchto neznamych musi byt linearné nezavislé. Pokud
pocet kladnych slozek se rovné pravé cislu m, feseni je nedegenerované. Pti poctu kladnych slo-
zek mensim nez m zakladni pfipustné feseni soustavy rovnic je degenerované. Pocet pripustnych
zakladnich feSeni soustavy je roven nejvyse ¢islu

() = G

nebot nejvyse tolika zptsoby muzeme mezi n slozkami feSeni zvolit n — m sloZek nulovych tak,
aby vznikla soustava m nezavislych rovnic s nezdpornym fesenim. Pripustné zakladni reseni
soustavy budeme nazyvat zdkladnim feSenim tdlohy linedrniho programovéani. Pro feSeni tiloh
linearniho programovéani je dtlezitd tzv. zédkladni véta linedrniho programovani: Ma-li Gloha
linearniho programovani optimalni feSeni, ma téz zakladni optimalni feSeni. 7 této
véty vyplyva moznost, jak optimélni feseni ziskat. Staci vysetfovat vSechna zakladni pfipustna
feseni soustavy, kterych je konecny pocet, a vybrat to rfeSeni, pro které ucelova funkce nabyva
extrémni hodnoty. Pro rozsahlejsi tlohy je ¢islo (:;) znacné velké, takze uvedeny postup hledani
optimalniho Teseni je nevyhodny. Proto byly vypracovany specidlni metody, které umoziuji
efektivni prohledavani mnoziny zakladnich pfipustnych feSeni soustavy omezujicich podminek
s cilem najit FeSeni optimalni.
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1.4 Simplexova metoda

Simplexova metoda je univerzalni metoda, kterou mtzeme fesit kazdou tlohu linedrniho pro-
gramovani. Je to metoda itera¢ni, pfi které v jednotlivych krocich prechazime od vychoziho za-
kladniho feseni dané tlohy k jinym zakladnim FeSenim dévajicim lepsi hodnotu acelové funkce.
K realizaci tohoto postupu je nutné znat

e vychozi zékladni feSeni,

e pravidlo pro prechod od jednoho zékladniho feSeni k jinému s lepsi hodnotou ucelové
funkce,

e kritérium, zda jiz bylo dosazeno optimalni hodnoty tcelové funkce.

Algoritmus simplexové metody popiSeme na piikladu 1 (vyroba cukrovinek) ze strany 11 a na
piikladu 3 (fezani ty¢i) ze strany 12. ReSeni piikladu 1 bude navodem pro feseni maximaliza¢nich
uloh, zatimco na piikladu 3 bude objasnéno feseni minimaliza¢nich dloh.

1.4.1 Stanoveni vychoziho zakladniho feseni

Jedno ze zékladnich feseni jakékoli soustavy linearnich rovnic snadno ziskame v pripadé, ze sou-
stava je v kanonickém tvaru, tzn. matice soustavy obsahuje jednotkovou submatici. Jestlize za
zékladni neznamé volime ty, které maji jednotkové vektory koeficientii, pak pfi volbé nulovych
hodnot zbyvajicich (nezdkladnich) neznamych jsou zdkladni nezndmé rovny ¢éislim na pravych
stranéch rovnic. V tlohéch linearniho programovani, v nichz vSechny omezujici podminky jsou
dany nerovnicemi typu <, ziskdme kanonicky tvar soustavy rovnic pomoci nezapornych pri-
¢itanych piidatnych (doplitkovych) proménnych. Tyto proménné lze vécné interpretovat jako
nevyuzité horni hranice. V pfikladu 1 bude mit soustava omezujicich podminek po zavedeni
ptidatnych proménnych dy, ds, d3, znaéicich nevyuzité disponibilni mnozstvi marcipanu a ofiski
a nevyuzitou horni hranici pro pocet cukrovinek A, tento tvar:

20x1 + 1029 +d; = 2000
30x2 +da = 3000
r1+ds = 150.

Jestlize za zakladni neznamé zvolime proménné dj, da, d3, po volbé nulovych hodnot zbyvajicich
neznamych x1,xy ziskdme vektor vychoziho zdkladniho feseni tvaru (0,0,2000,3000,150). To-
muto feseni odpovida nulova hodnota ucelové funkce z = 81+ 6z (pricitané pridatné proménné
maji v ucelové funkci nulovy koeficient, nebot predstavuji nevyuzitou horni hranici prislusného
omezeni a nepfinaseji zadny uzitek).

Simplexova tabulka - vychozi Feseni

Simplexovy algoritmus lze vyhodné provadét v tabulce, v jejimz zahlavi je prvni sloupec
nadepsan Baze a piSe se do ného v kazdém kroku algoritmu oznaceni béazickych (zdkladnich)
proménnych a symbol z pro oznaceni ucelové funkce (fadek s ti¢elovou funkei budeme nazyvat
indexnim Fadkem a ¢isla v ném budou tzv. indexni é€isla). Dalsi sloupce jsou nadepsany
oznacenim jednotlivych strukturnich a pridatnych proménnjch a pisi se do nich koeficienty
u téchto proménnych v omezujicich podminkéach a v anulované rovnici tcelové funkce. Posledni
sloupec je oznacen b a ukladaji se do ného pravé strany omezujicich podminek a hodnota tic¢elové
funkce v prislusném kroku.

Vychozi simplexova tabulka s vychozim FeSenim pro priklad 1 ma tvar — viz tabulka 1.1.
V fadcich oznacenych zakladnimi proménnymi dj, da, d3 je zapsana soustava rovnic (omezujici
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Tabulka 1.1: Simplexova tabulka— pfiklad 1 — vychozi krok
’Béze‘xl‘xg‘dl‘dg‘dg‘b‘

di [20]10] 1] 00 2000

d | 030 0| 103000

ds |1 ]0]0 0| 1] 150
Lz [8[-6]oJoJo] 0 |

podminky pfevedené pomoci dopliikovych proménnych na rovnice) a indexni fadek obsahuje
anulovanou rovnici u¢elové funkce, tzn. rovnici z — 8x1 — 622 = 0.

7 tabulky lze vy¢ist hodnoty jednotlivych proménnych i hodnotu tcelové funkce. V prvnim
sloupci baze jsou nazvy proménnych, které jsou v bazi — ve vychozim feseni naseho prikladu jsou
to doplnkové proménné dy, do, ds, které tvoii jednotkovou submatici. Hodnoty téchto bazickych
proménnych vyc¢teme v pravém sloupci oznacenym b. Hodnotu tcéelové funkce zjistime v index-
nim fadku pod hodnotami bazickych proménnych. Proménné, které nejsou obsazeny v bazi maji
nulovou hodnotu. Ve vychozim feSeni maji jednotlivé proménné a tcelova funkce hodnoty:

x1 = 0,292 = 0,d; = 2000, dy = 3000, ds = 150, z = 0.

To znamena, Ze se nic nevyrabi, obé suroviny zbyvaji a zisk z vyroby je také nulovy, coz urcité
neni optimalni feseni. Optimalni feSeni se urcuje v simplexové tabulce podle ¢isel v indexnim
rfadku. Pokud je tloha maximaliza¢ni, optimélni feseni poznédme podle toho, Ze v indexnim
radku jsou pouze nezaporna Cisla. Podivame-li se na indexni fadek vychozi tabulky, jsou v ném
obsazena zaporna ¢isla, toto vychozi feseni neni optimélni.

1.4.2 Prechod od jednoho zakladniho feseni k jinému s lepsi hodnotou uce-
lové funkce

Prechod od jednoho zakladniho feseni k jinému probiha tak, Ze jedna nezékladni proménnd
se zméni na zakladni (fikdme, Ze vstoupi do FeSeni) a jedna zdkladni proménnd se zméni na
nezékladni (vystoupi z feSeni). Vybér vstupujici proménné je dan pozadavkem, aby nova tcelova
funkce byla lepsi nez stavajici. Vystupujici proménna je urcena na zakladé pozadavku, aby nové
feseni ztistalo pfipustné, tj. nezaporné. Popsany pfechod od jednoho zékladniho feseni k jinému
ilustrujeme na vychozim feseni piikladu 1. Pfi nulovych hodnotach strukturnich proménnych
21,22 je hodnota ucelové funkce také nulova a je ziejmé, ze by se zvySila pri kladné hodnoté
aspon jedné z téchto proménnych. Pfednost dame proménné 1, ktera ma v acelové funkci vétsi
koeficient. Zvolime tedy 1 = h > 0 a vzhledem k pozadavku maximalizace Ucelové funkce
usilujeme o co nejvétsi hodnotu h. Jeji maximum je omezeno pozadavkem nezapornosti nového
feSeni, ve kterém budou mit jednotlivé proménné tyto hodnoty: x1 = h; o = 0; d; = 2000 — 20h;
da = 3000; d3 = 150 — h. Musi tedy platit 2000 — 20~ > 0;150 — h > 0.

Resenim prvni podminky je

2000
h < —— =100
— 20 Y
druh& podminka je splnéna pro
150

Obé podminky plati pro h < 100. Protoze usilujeme o co mozna nejvétsi hodnotu h, zvolime
h = 100, ¢imz se stane nulovou proménnd d;, coz je feSenim prvni omezujici podminky (zjistite
dosazenim do omezujicich podminek).

Kritérium, zda jiz bylo dosazeno optiméalni hodnoty tcelové funkce, lze snadno odvodit po
zapisu matematického modelu dané tlohy do tzv. simplexové tabulky.
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Simplexova tabulka - prechod k jinému reSeni

Vyse popsany prechod od vychoziho zékladniho feseni k jinému zdkladnimu feSeni s vétsi
hodnotou céelové funkce probihd v simplexové tabulce takto:

e Do feseni vstoupi proménnd, kterd mé v indexnim fadku nejnizs$i zaporné éislo (nejnizsi
zaporny koeficient), které zarucuje maximalni zvyseni hodnoty tcelové funkce spojené se
zafazenim jedné jednotky této proménné do feSeni. Kromé zminéného koeficientu velikost
zvyseni ucelové funkce ovliviiuje pocet jednotek uvazované proménné, které lze do feSeni
zafadit. To znamend, ze podle uvedeného kritéria nemusime vzdy zaradit proménnou,
kterd zaruci nejvétsi zvysSeni tcelové funkce a muze se stat, ze v dalsich krocich tato
promeénné zase ze feseni vystoupi. Pokud je proménnych se stejnym zapornym koeficientem
v indexnim fadku vice, vybereme libovolné jednu z nich jako zafazovanou proménnou.
Sloupec zafazované proménné budeme nazyvat klicovym sloupcem.

e Ze FeSeni (z baze) vystoupi proménnd, kterd ma nejnizsi podil pravé strany a kladnych
koeficienti v klicovém sloupci. Jestlize toto pravidlo porusime, ve sloupci b se objevi za-
porné ¢islo, tzn. nékterd ze zdkladnich proménnych bude zdporna (nepfipustné feseni).
Pokud klicovy sloupec obsahuje pouze nekladné c¢isla, jde o zvlastni ptripad feSeni tlohy
linearniho programovani, kdy zafazovand proménnd neni omezena a ucelova funkce neo-
mezené roste, popt. klesd. Radek vylouc¢ené proménné nazjvame klicovym Fadkem. Na
pruseciku klicového sloupce a klicového fadku se nachéazi klicové pole.

e Na pozici klicového pole v dalsim kroku musi byt jedni¢ka a nad nim a pod nim nuly (nové
zafazend proménna do baze musi mit jednotkovy vektor koeficientl, tak jako tomu bylo
u bézickych proménnych ve vychozim feseni). Tato transformace soustavy rovnic véetné
indexniho Ffadku se provadi pomoci Gauss Jordanovy eliminac¢ni metody.

Vychéazejme z vychoziho FeSeni uvedeného v predchozi tabulce. Vybereme nejnizsi ¢islo v in-
dexnim fadku — zde je to ¢islo -8. Sloupec s timto ¢éislem (klicovy sloupec) nélezi zafazované
proménné do baze. Nyni spocitame pro kazdy radek podil pravé strany a kladného koeficientu
v kli¢ovém sloupci, jak je uvedeno v textu vyse. Nejnizsi podil odpovidd prvnimu radku (kli-
¢ovému tadku) - proménna d; bude vyfazovanou proménnou z béaze. Na priseéiku klicového
sloupce a klicového fadku lezi klicové pole s koeficientem 20. Na stejnou pozici v dalsim kroku
simplexového algoritmu potfebujeme dostat jednicku. Dosdhneme toho tak, Ze cely radek vydé-
lime ¢islem 20. Vysledky zapisujeme do prvniho fadku prvniho kroku. Pod kli¢ové pole potiebu-
jeme dostat nuly. Ve druhém fadku v nultém kroku nula jiz je, proto cely fddek mutizeme opsat
(vysledky piseme do druhého fadku prvniho kroku). Ve tfetim fadku je koeficient jedna - my
potfebujeme nulu. Proto od celého tohoto tietiho fadku v nultém kroku odecteme cely upraveny
klicovy radek zapsany v prvnim Ffadku prvniho kroku. Vysledky piseme do t¥etiho fadku prvniho
kroku. Nulu potrebujeme ziskat téz misto koeficientu -8 v nultém kroku. Toto provedeme tak,
ze nejprve vynasobime upraveny klicovy fadek (prvni fadek v prvnim kroku) éislem 8 a potom
tento vynasobeny fadek se¢teme s indexnim fddkem v nultém kroku a vysledky zapisujeme do
indexniho fadku v prvnim kroku. Vysledky tlohy po prvnim kroku vycéteme z tabulky stejné
jako v nultém kroku. V bézi jsou tentokrat proménné x1, ds, ds, jejich hodnoty ¢teme ve sloupci
b. Ostatni proménné maji nulové hodnoty. Nové zakladni feseni bude tedy pfedstavovat vektor
(100,0,0,3000,50) a odpovidajici hodnota ti¢elové funkce bude 800 — viz tabulka 1.2. Reseni
ulohy jesté neni optimélni, nebot indexni fadek obsahuje zdporné ¢islo. Vysledky lze jesté zlep-
§it, to znamenda budeme pokracovat stejnym zplisobem, jako doposud, dokud neziskdme feseni,
které spliiuje kritérium optimality. Cel4 tabulka m4 pak tvar — viz tabulka 1.3. ReSeni ziskané ve
druhém kroku je jiz optimalni - indexni fadek neobsahuje zadné zaporné ¢islo. Optiméalni Feseni
predstavuje vektor (50,100, 0,0,100) a odpovidajici hodnota tcéelové funkce bude 1000.
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Tabulka 1.2: Simplexova tabulka — priklad 1 — prvni krok
’ Baze ‘ I ‘ xI9 ‘ d1 ‘ d2 ‘ d3 ‘ b ‘ Krok

d, 120 10 1 |00 2000
dy | 0 | 30 0 | 10 |3000

ds | 1] 0 0 o0 1 150 | O krok
> | 8] -6 0 010 0

a1 | L [1/2]1/20]0] 0 100

d, | 0130 0 |10 3000

ds [0 [-i/2 [ i/20 0 [ 1] 50 | 1Kok
> 1 0] 2] 2/5 0080

Tabulka 1.3: Simplexova tabulka komplet — priklad 1
’ Baze ‘ il ‘ i) ‘ dl ‘ d2 ‘ dg ‘ b ‘ Krok ‘

d, 120] 10 1 0 | 02000
d, | 0 | 30 0 1 | 0 | 3000

ds | 1] 0 0 0 1 150 | O krok
> | 8] 6 0 0 [0 0

1 | L | 1/2]1/20] 0 | 0] 100

d, | 0 | 30 0 1 | 0 | 3000

ds |0 [i2i/20] 0 [ 1] 350 | krok
z 0] 2 | 2/5 0 | 0| 800

21 | 1] 0 | 1/20 [-1/60] 0 | 50

s | 0 | 1 0 | 1/30 | 0 | 100

ds [0 [ 0 [-1/20 [ 1/60 [ 1 | 100 | 2 X¥oK
= | 0] 0 | 2/5 | 1/15 | 0 | 1000

Pozndmka. Vsimnéte si grafického feseni tohoto prikladu na obrazku 1.4 na strané 26. Jedno za-
kladni ptfipustné feseni (bod A) pfedstavuje vychozi pfipustné feseni v nultém kroku simplexové
tabulky. Dalsi zékladni pfipustné feseni (bod B) pfedstavuje Feseni v prvnim kroku simplexové
tabulky a zakladni pfipustné feseni v bodé C predstavuje reseni ve druhém kroku simplexové
tabulky. Simplexovy algoritmus postupné prochézi zakladni pripustna feseni a hledd mezi nimi
fesSeni optimalni.

1.4.3 ResSeni minimalizaénich uloh

YV o

Minimalizac¢ni tlohy rovnéz resime simplexovou metodou nasledujicim zpiisobem:
e Stanovime vychozi zékladni pfipustné feseni.

e Ovéfime, zda je toto Tfeseni optimalni. Optimalni je feSeni tehdy, kdyz indexni fadek ob-
sahuje pouze nekladné ¢isla.

e Pokud reseni neni optiméalni, v dal$im kroku prejdeme k jinému zakladnimu pfipustnému
feSeni. Aby se v dalsim kroku hodnota ti¢elové funkce co nejvice snizila, do feSeni vstoupi
proménné, kterd méa v indexnim Fadku nejvétsi kladné ¢islo. Vyfazovana proménné se
urcuje stejné, jako u maximalizac¢nich loh.

Poznamka. Pokud by, stejné jako v prikladu 1, byla vSechna omezeni typu <, a tloha byla
minimalizaéni, vychozi feSeni by bylo zaroven fesenim optimalnim.
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Pokud se v soustavé omezujicich podminek vyskytuji i omezeni typu = a >, vySe popsany simple-
xovy algoritmus, tzv. jednofazovy nelze pouzit. Ulohy se fesi tzv. dvoufazovou simplexovou
metodou.

1.5 Dvoufazova simplexova metoda

Dvoufazovou simplexovou metodu mizeme, jak jiz bylo zminéno, uplatnit p¥i feseni tloh line-
adrniho programovani, které maji nékterd omezeni zadané jako nerovnice typu > nebo rovnice.
V tomto pripadé po vyjadfeni vSech vlastnich omezeni ve tvaru rovnic je nutné pro ziskani kano-
nického tvaru soustavy vlastnich omezeni zavést jesté tzv. umélé (pomocné) proménné. Postup
budeme ilustrovat na prikladu 3.

1.5.1 Stanoveni vychoziho zakladniho pifipustného resSeni

Stejné jako u maximalizacnich tloh, i zde musime nejprve prevést soustavu omezujicich podmi-
nek na rovnice, a poté do kanonického tvaru. V pfikladu 3 jsou dvé omezujici podminky dany
nerovnicemi typu >, takze jejich prevedeni na rovnice spociva v odec¢teni nezapornych pridat-
nych proménnych od jejich levych stran. Tyto proménné lze vécné interpretovat jako prekroceni
prislusné dolni hranice. Po zavedeni pri¢itané pridatné proménné d;, znacici pocet nerozrezanych
dvoumetrovych ty¢i, a dvou odeéitanych pfridatnych proménnych do a ds, znacicich pocet tyci
délky 50 cm a 80 cm nad jejich minimélné pozadované mnozstvi, ziskdme soustavu rovnic tvaru

r1+x0+d; = 35
2x1 +4x9 —dy = 52
Ir1 — d3 = 18.

Uvedend soustava neni v kanonickém tvaru, nebot 2. a 3. rovnice neobsahuje nezndmou
s jednotkovym vektorem koeficienti (vynésobeni téchto rovnic ¢islem -1 nelze provést, nebot
na pravych stranach soustavy omezujicich podminek musi byt nezaporna ¢isla). Proto musime
k levym strandm rovnic s odec¢itanymi pfidatnymi proménnymi pricist jesté tzv. umélé proménné
s jednotkovymi vektory koeficientl. Podobné jako pfidatné proménné i umélé proménné musi byt
nezéporné, ale na rozdil od piidatnych proménnych nemaji zddnou vécnou interpretaci. ReSenou
ulohu rozsifime o umélé proménné u; a us, takze soustava omezujicich podminek bude tvaru

r1+ax2+dy = 35
2x1 +4x9 —dy +up = 52
r1—dg+uy = 18.

Jestlize za zakladni neznamé zvolime proménné di, u1, ue, po volbé nulovych hodnot zbyvajicich
neznamych x1, 9, do, dg ziskdme vektor vychoziho zékladniho feSeni tvaru (0,0,35,0,0,52,18).
Soustava omezeni, rozsifend o umeélé proménné, je ekvivalentni s ptivodni soustavou rovnic
praveé tehdy, kdyz hodnoty vSech uméljch proménnych jsou rovny nule. Vynulovani umélych pro-
ménnych lze dosdhnout aplikaci jednofazové simplexové metody s vyuzitim prohibitivnich cen
umélych proménnych. Za tim éelem znevyhodnime umélé proménné tim, ze jim v Gcéelové funkci
prifadime tzv. prohibitivni cenu (v maximaliza¢nich tlohach je to zna¢né nizké zaporné déislo,
v minimaliza¢nich dlohéch jde naopak o zna¢éné vysoké kladné ¢islo). Jestlize presto nelze nu-
lové hodnoty nékteré umélé proménné dosahnout, dana lloha nema feseni. Druhou moznosti, jak
vynulovat umélé proménné, je vyuzit dvoufazovou simplexovou metodou, kdy v 1. fazi minimali-
zujeme soucet umélych proménnych (tzv. pomocnou ucelovou funkei) a v pripadé, ze dosdhneme
jeho nulové hodnoty, prejdeme k 2. fazi vypoctu, kdy v simplexové tabulce vynechame sloupce
umeélych proménnych a fddek s pomocnou tcelovou funkci a hleddme extrém pivodné zadané



1.6. ZVLASTNI PRIPADY ULOH LP V SIMPLEXOVE TABULCE 37

ucelové funkce. Jestlize minimélni hodnota pomocné tcelové funkce je kladna, znamena to, ze
aspoil jedna uméld proménnd ma kladnou hodnotu a ze tedy dand tloha nema pripustné reseni.
V tomto pfipadé vypocet kondi jiz po 1. fazi.

P1i dvoufazové simplexové metodé vytvorime pomocnou ucelovou funkci z = u1 + us — min
a jeji anulovanou rovnici pridame do vychozi simplexové tabulky pod fadek s anulovanou rovnici
ptvodni téelové funkce z = 20x1 — min (viz 0. krok tabulky 1.4). Aby umélé proménné u; a ug,
které jsou ve vychozim feSeni zakladnimi proménnymi, mély jednotkové vektory koeficienti
véetné fadku s pomocnou ucelovou funkci, pred zahdjenim vypoctu je vyloucime z radku z tak,
ze k nému pfic¢teme 2. a 3. fadek v nultém kroku. V 0. kroku vypoctu o zafazovanych proménnych
rozhoduji ¢isla v fadku z. Po 2. kroku simplexového algoritmu tento Ffadek obsahuje pouze
nekladné ¢isla, takze bylo dosazeno minimalni, a to nulové hodnoty pomocné tcelové funkce
a tedy i nulovych hodnot obou umélych proménnych. ProtoZe po vynechani sloupct umélych
proménnych u; a us v indexnim radku z téz neni zadné kladné ¢islo, bylo soucasné dosazeno
minima ptvodni Gcelové funkce. Optimalni feseni s minimélni hodnotou tcelové funkce z = 360
je déno vektorem (18,4,13,0,0) s nésledujici interpretaci:
Minimélniho odpadu 360 cm bude dosazeno, jestlize 18 dvoumetrovych tyci se rozieze podle
1. fezné varianty a 4 tyce podle 2. varianty, takze zbude 13 neroziezanych ty¢i (d; = 13). Pocet
ziskanych ty¢i délky 50 cm a 80 cm bude na jejich dolni pozadované hranici (dy = ds = 0), viz
tabulka 1.4.

Tabulka 1.4: Simplexova tabulka komplet — pfiklad 3

Béze ‘ I ‘ i) ‘ d1 ‘ Cl2 ‘ d3 ‘ (5% ‘ u9 ‘ b ‘ KI‘Ok
d 1 ]1]1] 01071 o0 0 | 35
u 2 410 -1 0 1 0 | 52
s 1]0]0] 0 | -1 0 1 [ 15 | O Krok
P 2000 0 0] 0 0 | 0
= 0 l0l0] 0 0] 1] -1]0
upraveny z 3 4 0 -1 -1 0 0 70
d 1201 ]1/4] 0 [-1/4] 0 | 22
o 12 1]0]|-1/4] 0 | 1/4] 0 | 13
U I 00l 0 | -1 0 T [ 15| 1 krok
P 2000 0 0] 0 0 | 0
= 1 [0l0| 0 | -1 1 0 | 18
d 0 [0 1] 1/4]1/2]-1/4]-1/2] 13
To 0 | 1|0 |-1/4]1/2|1/4]|-1/2] 4
1 1 0[O0 0 | -1 0 1 [ 15 | % krok
2 0 00| 0 |20 0 | 20 |360
2 0 l0]0] 0 0] 1] 110

1.6 Zvlastni pripady tuloh LP v simplexové tabulce

Uloha ma nekoneé¢né mnoho rovnocennych reseni

Zvl1astni pripad reseni tlohy linearniho programovani nastava, jestlize indexni ¢islo nékteré
nezékladni proménné ve vysledné simplexové tabulce je nulové. Jak vyplyva z ekonomické in-
terpretace indexnich ¢isel, zafazenim této proménné do feseni se optimalni hodnota tucelové
funkce nezméni, neboli dostaneme rovnocenné (alternativni) optimélni feSeni. Libovolnd kon-
vexni kombinace téchto feseni predstavuje téz optimalni feSeni, avSak uz ne zakladni. Tuto
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vlastnost ma vysledna simplexova tabulka 1.4 v posledni ¢asti, ze které vyplyva, Ze zarazenim
proménné ds na misto dy vznikne rovnocenné zakladni optimalni feSeni se stejnou hodnotou
ucelové funkce z = 360 — viz tabulka 1.5. Toto TeSeni jiz bylo odvozeno graficky a znamené
roztfezani 18 tyci podle 1. varianty a 17 podle 2. varianty, takze nezbude zadna dvoumetrova tyc
(d1 = 0). Pfi tomto zpusobu Fezani bude ziskano 52 ty¢i délky 50 cm nad jejich pozadovany po-
et (da = 52), zatimco pocet ty¢i délky 80 cm bude na jejich dolni pozadované hranici (dz = 0).
Kolik kterych tyc¢i bude nafezano zjistime tak, ze vysledky dosadime do omezujicich podmi-
nek prikladu 3 na strané 12. Libovolna celociselna konvexni kombinace obou vektord feseni, t;j.

Tabulka 1.5: Simplexova tabulka komplet — priklad 3 — jiné optiméalni Feseni
’Béze‘xl‘@‘dl‘dg‘ d3‘ b ‘

d, [0Jo]4]1]2]H52
zp O] 1[1]0] 1 [17
xy [ 100 ]0]-1]18
|z JoJo]o]o]-20]360]|

vektoru (18,4,13,0,0) a (18,17,0,52,0) pfedstavuje téZ rovnocenné optimalni feSeni. Nap¥. vektor
x = 9/13(18,4,13,0,0) + 4/13(18,17, 0,52, 0) = (18,8,9, 16,0) je téZ optimalni Feseni, ale uz ne
zakladni.

Uloha nema pripustné feSeni

Jak jiz bylo uvedeno, tento pfipad nastava v tlohach s umélymi proménnymi tehdy, kdyz
nelze dosdhnout nulové hodnoty vsech umélych proménnych. Tuto vlastnost ma tloha o vy-
zivovém dopliiku, priklad 2 na strané 12. Pro jednoduchost zredukujeme soustavu vlastnich
omezujicich podminek na tyto tii:

e pro sacharidy
6$1 + 801‘2 S 90

e pro tuk
0,1z7 + 1,529 = 1,2

e pro vapnik
160z; > 2000

Soustavu omezujicich podminek pfevedeme na soustavu rovnic v kanonickém tvaru pomoci pfi-
¢itané pridatné proménné d; znacici nevyuzitou horni hranici pro sacharidy (v g), odeéitané
pridatné proménné dy znacici nadlimitni mnozstvi vapniku (v mg) a umélych proménnych u; a
ug zarazenych do 2. a 3. rovnice. Ziskana soustava rovnic tvaru

6x1 +80x0 +di = 90
0,1x1 + 1,520 +u; = 1,2
160z; —da +us = 2000.

je zapsana v 0. kroku tabulky 1.6. Ulohu budeme fesit dvoufizovou simplexovou metodou.
K ptvodni acelové funkci z = 427 4+ 10z — min pfiddme pomocnou tcelovou funkci z¢ =
u1 + uz — min. Anulované rovnice téchto funkci jsou téz zapsany v 0. kroku tab. 1.6, ve které
je jesté nutné vyloucit z fadku z‘ proménné u; a ug, a to pfictenim 2. a 3. fadku v 0. kroku.
Vypocet je patrny z dalsich ¢asti tab. 1.6. Po 1. kroku simplexového algoritmu byla ziskana
optimalni hodnota pomocné tcelové funkce (vSechna ¢isla v fadku z¢ jsou nekladnd), ale nikoli
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nulova. Nelze tedy dosahnout nulovych hodnot obou umélych proménnych a dana tloha nemé
piipustné feseni (stala by se feSitelnou napf. po vynechani pozadavku na obsah vapniku tak, jak
bylo ukazéano pii grafickém feseni tohoto problému). Z vypocetnich diivodi je vyhodné v kazdém
kroku 1. faze dvoufazové simplexové metody spocitat nejprve Cisla v fadku z‘ a po zjisténi, ze
miniméalni hodnota pomocné ucelové funkce neni nulova, dalsi tdaje v simplexové tabulce jiz
nepocitat.

Tabulka 1.6: Simplexova tabulka — tiloha nema pripustné feseni

Baze ‘ T ‘ xT9 ‘ d1 ‘ d2 ‘ (51 ‘ u9 ‘ b Krok
dy 6 80 1 0 0 0 90

u 01 | 15 |0 1T | 0] 12

us 60 T 0 [0 1] 0 | 1] 2000 | krok
z -4 -10 0|0 0 0 0

z¢ 0 0 0 0 -1 -1 0

upraveny z | 160,1 1,5 01-1 0 0 | 2001,2

dq

T 1 15 0 0 10 0 12 1. krok
Uz

z

z¢ 0 2400 | 0 | -1 | -1601 | O 80

Hodnota aéelové funkce je neomezena

Tento pripad nastane tehdy, kdyz v klicovém sloupci jsou pouze nekladna ¢isla. Tuto vlastnost
ma FeSeny priklad 1.1 na strané 28 o vyrobé dvou vyrobkt, graficky fesend na obrazku 1.7 na
strané 29. Soustavu vlastnich omezujicich podminek pfevedeme na soustavu rovnic v kanonickém
tvaru pomoci odecitané pfidatné proménné d;, znacici trzby nad jejich pozadovanou dolni hranici
(v tis. K¢), pfi¢itané piidatné proménné dy, znadici nevyuzity horni limit pro poéet vyrobktu V2,
a umélé proménné u; zarazené do 1. rovnice. Soustava rovnic ve tvaru

3x1+4x0—di +ur = 30
To+dy = 6

spolu s anulovanou rovnici ucelové funkce z = x1 + 2 — max a pomocnou ucelovou funkci
z = u; — min je zapsana v 0. kroku tabulky 1.7. Jak vyplyva z dalsich ¢asti této tabulky, po
2. kroku simplexového algoritmu bylo dosazeno nulové hodnoty umélé proménné u; a vypocet
pokracoval bez sloupce této proménné a rfadku z‘. V dalsim kroku jesté nebyl splnén test optima
pro pavodni tcelovou funkci, ale sloupec zafazované proménné d; obsahuje pouze nekladné ¢isla.
Tuto proménnou lze tedy zaradit do feSeni v neomezené velikosti a tim i proménnd x; a odpo-
vidajici hodnota Gcelové funkce mize byt neomezené velka.
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Tabulka 1.7: Simplexova tabulka komplet — hodnota tcelové funkce je neomezena

’ Béaze ‘xl ‘ To ‘ dy ‘ do ‘ U1 ‘ b ‘ Krok ‘

w1 3] 4] -1 ] 0 | 1 [30
dy 0 1 | 0 1 ] 06

z 1 -1 0 0 [ 0 [0 % krok
Z 00 | 0 0 | -1]0
upraveny z | 3 4 -1 0 0 30
U1 3101 -1 ] 4] 116
Lo 0 1 | 0 11016

N 0 0 T 0 5 1. krok
‘ 300 -1 | 406
1 1] 0 [-1/3]4/3]1/3] 2
To 0 1 | 0 1 | 06

P 00 (13 a3 i3] 8 | 2 kok
2 0] 0] 0 0 | -1 |6
1 1 [4/3[-1/3] 0 10
dy 0 1 | 0 1 6

P 0 |1/3]-1/3| 0 ig| 3 krok

Degenerované feseni

Degenerované feseni, ve kterém néktera zdkladni proménné je nulova, se v simplexové tabulce
pozna podle toho, Ze sloupec b obsahuje nulu (mimo indexni faddek). K tomuto jevu mize
dojit hned ve vychozim fesSeni, jestlize na pravé strané nékteré omezujici podminky je nula
(tohoto typu je napi. tloha o optimélnim vyrobnim programu nabytkarské firmy). V prabéhu
simplexového algoritmu dochézi k degeneraci tehdy, kdyz nelze jednozna¢né urc¢it vyloucenou
proménnou. Ukazkou je priklad feseny v tabulce 1.8 s timto zadanim:

r1+x9 < 10
o1 +8x2 < 80
r1,r9 > 0
51 + 929 — max

P1i urcovani proménné, kterou v 1. kroku simplexového algoritmu nahradi proménnd s, vycha-
zeji stejné podily 10/1 a 80/8, neboli z FeSeni mtize vystoupit proménnda d; nebo dy. Jestlize se
rozhodneme napft. pro proménnou dp, zakladni proménnéa dy bude v dalsim kroku nulova.

Tabulka 1.8: Simplexova tabulka — degenerované feseni
| Béaze | @1 |ap [di [ dy | b |

dy 1111|010

do 5 18 1]0 80

z 51910
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1.6.1 Rozbor vysledné simplexové tabulky

Podle zadani ptfikladu 1 na strané 11 je optimalni vyrabét 50 kusd cukrovinek s marcipanem
a 100 kusid cukrovinek s marcipdnem a ofisky. Trzby pfi této struktuie vyroby budou 1000 K¢.
ODbé klicové suroviny (marcipan i ofisky) budou spotfebovany. Rezervu 100 kusi mame ve t¥etim
omezeni (proda se maximélné 150 kusti cukrovinky A, my vyrabime pouze 50 kust, prodalo by
se vice, ale vyrabét vice nemtizeme, nebot nejsou k dispozici marcipan a offsky). Cisla v index-
nim Ffadku maji také svou interpretaci. Ta, ktera jsou ve sloupci strukturnich proménnych se
nazyvaji redukované naklady, ta, kterd jsou ve sloupci pfidatnych (dopliikovych) proménnych
se nazyvajl stinové (dualni) ceny.

e Redukované ndklady nam ftikaji, o kolik by se zhorSila hodnota tucelové funkce, pokud
by se pfislusnd nebézickd proménna zafadila do baze (myslime tim jednu jednotku této
proménné). Druhd moZnost interpretace je, ze ndm redukovany naklad udavad minimélni
nutné navyseni ceny proménné v ucelové funkci, aby se tato proménna dostala do optimalni
baze. V nasem pfikladu obé strukturni proménné v bazi jsou, proto je redukovany naklad
u obou nulovy.

e Stinova cena nam udava zménu v hodnoté icelové funkce pri jednotkové zméné pravé strany
omezujici podminky. Prozatim predpokladejme, ze uvazované zmény jsou v ramci tzv. in-
tervalu stability (podrobnéji probereme pozdéji). Stinova cena se vyskytuje ve sloupci
pridatné (doplikové) proménné - kazda omezujici podminka ma svou doplitkovou promeén-
nou. V nasem ptikladu je naptiklad ve sloupci prvni dopliikové proménné v indexnim fadku
¢islo 2/5. (Pripomerite si, ze dopliikova proménné d; byla pfiddna k prvni omezujici pod-
mince pro jeji vyrovnani na rovnici.) Pokud by se piivodni pravéa strana omezujici prvni
omezujici podminky zvysila (snizila o jednotku, tedy pokud by bylo k dispozici 2001 g
(1999 g), hodnota ucelové funkce by se zvysila (snizila) o 0,4 K¢ (o 2/5). Pokud by se dis-
ponibilni mnozstvi marcipanu navysilo o 100 g, potom by hodnota ucelové funkce (trzby)
vzrostla o 40 K¢ (100*0,04). Stejné tak kdyby se disponibilni mnozstvi marcipanu snizilo
0 100 g, hodnota ticelové funkce by se snizila o 40 Ké. Cislo 1/15 pod druhou dopliiko-
vou promeénnou - vztah k druhé omezujici podmince mé stejnou interpretaci. Pod treti
doplikovou proménnou je nula - tfeti doplkova proménna je v bazi. Obecné vzdy, kdyz je
prislusnd proménna v bazi, je v indexnim radku pod touto proménnou nula.

Pozndamka. Stejné jako muzeme urcit zménu v hodnoté tcelové funkce pri zméné pravé strany
omezujici podminky pomoci ¢isel v indexnim fadku, mizeme urcit i hodnotu jednotlivych ba-
zickych proménnych pii takové zméné. Napiiklad pokud navysime disponibilni mnozstvi marci-
panu o 100 g, hodnota ucéelové funkce vzroste o 40 K¢, mnozstvi vyrabéné cukrovinky A vzroste
o 5 kust (100*1/20), tedy na 55 kusti, mnozstvi vyrabéné cukrovinky B se nezméni a rezerva ve
tfeti omezujici podmince se snizi o 5 kusti (100*(-1/20)), tedy do horni hranici denniho limitu
prodeje chybi uz jen 95 kust.
Pro moznost rozsahlejsi ekonomické interpretace piiklad 1 nevyhovuje, proto ho rozsifime.

Reseny priklad 1.2. Majitel cukrdrny z prikladu 1 uvaiuje o rozsiveni vijroby o cukrovinku C,
kterd v jednom kusu obsahuje 8 g marcipdnu a 15 g orisku a jehoZz cena je vykalkulovand na 4 K¢
za kus. Na rozdil od prikladu 1 nent prodej cukrovinky A limitovdn.

Reseni. V matematickém modelu piibude proménna z3, kterd predstavuje pocéet vyrobenych
cukrovinek C a proménné d; a do budou znacit nevyuzité mnozstvi ofiskd v gramech. Tento
model je zapsan v nultém kroku simplexové tabulky. V simplexové tabulce ve dvou krocich
dospéjeme k optimalnimu feseni.

7 posledni ¢asti tabulky, kde FeSeni je jiZz optimaélni, zjistime optiméalni strukturu vyroby
a vysi trzeb. Vyroba cukrovinek C se nevyplaci, neni z hlediska trzeb vyhodna, proménna x3 neni
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Tabulka 1.9: Simplexova tabulka — upraveny priklad 1

’ Béaze ‘ T ‘ To ‘ T3 ‘ dy ‘ do ‘ b ‘ Krok ‘
di [20] 10 8 1 0 [ 2000
ds | 0 | 30 15 0 1 [ 3000
> | 8| 6 4 0 0 o | 0 krok
1 | 1 |1/2 2/5 120 0 100
d | 0 | 30 15 0 1 [3000
> | 0| 2 475 2/5 0 go0 | L+ krok
2z | 1] 0 3,/20 1/20 | -1/60 | 50
22 | 0] 1 172 0 | 1/30 | 100
= 0] 0 1/5 575 | 1/15 | 1000 | 2 XToK
’ ‘ Redukované naklady ‘ Stinové ceny ‘

v bazi. V indexnim fddku nalezneme (ve sloupci proménné z3) ¢islo 1/5. Jedna se o redukovany
naklad, ktery udava, ze pokud bychom se rozhodli vyrabét jeden kus cukrovinky C, hodnota
ucelové funkce by se snizila o hodnotu 0,2 K& (1/5). Pokud bychom vyrabéli 10 kust této
cukrovinky, hodnota tcelové funkce by se snizila o 10*0,2, tedy o 2 K¢. Druhy zptisob interpretace
redukovanych nakladd nam fika, Ze pokud bychom navysili jednotkovou cenu cukrovinky C
o minimélné 0,2 K¢, zac¢ala by se ndm vyroba této cukrovinky vyplacet - proménné x3 by se bud
dostala do baze, nebo by v bazi nebyla, ale jeji redukovany naklad by byl nulovy. V indexnim
rfadku by se pod nebazickou proménnou vyskytla nula, coz ukazuje na existenci jesté jiného
optimalniho feseni.

Pozndmka. Zvlastni pripad feseni tlohy linedrniho programovani nastava, jestlize indexni ¢islo
nékteré nezakladni proménné ve vysledné simplexové tabulce je nulové. Jak vyplyva z ekonomické
interpretace indexnich ¢isel, zafazenim této proménné do feSeni se optimalni hodnota tcelové
funkce nezméni, neboli dostaneme rovnocenné (alternativni) zakladni optimalni feseni. Libovolna
konvexni kombinace téchto feseni pfedstavuje téz optimalni feSeni, avsak uz ne zékladni.

1.6.2 ReSeni pomoci SW

Pro feSeni tloh linedrniho programovani lze pouzit rtzny software. Kazdy software ma jiny
zpusob zadavéani vstupnich dat, i jinak usporadané vysledky. V ptiloze A je popsdna prace se
Solverem (Resitelem). V této podkapitole se zaméiime pouze na vysledky feseného piikladu 1.2
ze strany 41 poskytované softwarem.

Vysledky ziskané Solverem

Vysledky ziskané pomoci Solveru jsou v tzv. Vysledkové zpravé — viz obrazek 1.8. V prvni
tabulce je hodnota tucelové funkce, v druhé tabulce jsou hodnoty proménnych a ve tfeti tabulce
jsou hodnoty doplikovych proménnych. Hodnota tcelové funkce — v nasem pripadé trzby — je
1000 K¢& pii vyrobé 50 ks cukrovinky A a 100 kust cukrovinky B. ZAadna surovina nezbyva.
Redukované (snizené) naklady a stinové ceny jsou v tzv. Citlivostni zpravé — viz obrazek 1.9.
Z vysledk je patrné, ze cukrovinka C se nevypléci s ptivodni cenou vyrabét. Redukovany naklad
pro cukrovinku C je 0,2 K¢ (v citlivostni zpravé je redukovany naklad s minusem). Cena by se
bud musela zvysit o 0,2 K¢ na jeden kus této cukrovinky, nebo by (pfi ptvodni cené) s kazdym
vyrobenym kusem této cukrovinky klesly trzby o 0,2 K¢. Stinové ceny jsou pro obé suroviny ve
druhé tabulce citlivostni zpravy. Napriklad pro marcipan je stinova cena 0,4 K¢, coz znamena, ze
rozsifeni disponibilnitho mnozZstvi marcipanu o 1 g by zpusobilo nartast ucelové funkce o 0,4 K¢.
P1i interpretaci stinovych cen a redukovanych nakladt predpokladéame, ze zmény by byly v ramci
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[Microsoft Excel 11.0 Vysledkova zprava
List: [Sesit1]List1
Vprava vytvoiena: 26.11.2008 13:53:43

astavovana buika (Max)

Buika Nazev Pavodni hodnota Koneéna hodnota
5G4 LS 0 1000

VIEnéng buiiky
Buiika Nazev Pavodni hodnota Koneéna hodnota

5856  cukr A 0 50
5C%6  cukrB 0 100
5056  cukrC 0 0

O mezujici podminky

Buinka  MNazev Hodnota buiiky Vzorec Stav Odchylka
5G52  marcipan LS 2000 5G$2<=§F52 Plati 0
5553 orechy LS 3000 5G53<=5F53 Plati 0

Obrazek 1.8: Vysledkova zprava k ptikladu 1.2 — Solver

intervald stability (bude vysvétleno v dalsi ¢ésti).

[Microsort Excel 11.0 Citlivostni zprava
List: [Sesit1]List1
Zprava vytvofena: 26.11.2008 13:53:43
[Enéné buiiky
Koneéna Sniiené Cilovy Povoleny Povoleny
Buitka  Nazev hodnota  naklady koeficient narust pokles
5856  cukr A a0 0 8 4 1.333333333
SC86  cukrB 100 0 B 1E+30 04
5056 cukrC 0 .2 4 0.2 1E+30
[Omezujici podminky
Koneéna  Stinovda Omezujici podminka Poveleny Povoleny
Buitka  Nazev hodnota cena Prava strana nardst pokles
$G%2 marcipan LS 2000 04 2000 1E+30 1000
5553 orechy LS 3000 0066666667 3000 3000 3000

Obrazek 1.9: Citlivostni zprava k prikladu 1.2 — Solver
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Vysledky ziskané pomoci doplitku LINKOSA

Vysledky ziskané pomoci modulu LINKOSA jsou na samostatném excelovském listé — viz
obrazek 1.10. Pokud bychom chtéli i kone¢nou ¢éast simplexové tabulky (véetné redukovanych
nakladi a stinovych cen), nalezneme ji opét na zvlastnim listé jako transformovanou matici
strukturnich koeficientti — viz obrazek 1.10. Jsou zde vynechany sloupce bazickych proménnych,
které obsahuji jednotkové vektory.

Optimalni reseni modelu Cukrovinky

Maximalni hodnota uéelové funkce trzby
1000

Strukturni proménné Omezeni

Nazev Hodnota |[Typ IHazev Hodnota |Rezerva |
cukr A 50| bazicka R-marcipa 2000 0
cukr B 100] bazicka R-ofechy 3000 0
cukr C 0] dolni mez]

Matice transformovanych vektoru (vektory ALFA(J))

Baze Hodnota fcukr C R-marcipal R-ofechy
cukr A a0 0.15 0.05 -0,01667
cukr B 100 0.5 0 0033333
triby 1000 0.2 0.4 0.066667

Obrazek 1.10: Vysledky k prikladu 1.2 — Linkosa

Priklad 6. PrestoZe vyroba cukrovinek C neni optimdlni, rozhodli jsme se vyhovéet poZadavku
jednoho odbératele a vyrobit 100 kusi této cukrovinky. Z vysledné simplexové tabulky (viz obrd-
zek 1.10) zjistime, jak se zméni hodnota ticelové funkce a hodnoty bdzickijch proménnyjch. Uce-
lovd funkce se snizi 0 0,2+ 100 (redukovany ndklad krdt pocet vyrabénych jednotek), tj. o 20 K¢.
Zarazeni cukrovinek C do vyroby se projevi i v poctu vyrdbénych cukrovinek A a B. Pocet vyrdbe-
nyjch cukrovinek A se sniZi 0 0,15% 100, tj. o 15 kusti. (Cislo 0,15 nalezneme ve vysledné tabulce
nad redukovanymi ndklady). Snizi se rovnéz pocet vyrdabénych cukrovinek B, a to o 0,5 % 100,
tedy o 50 kust. Aby vyrobek C byl rentabilni, trzby z néj by se mély zvysit 0 0,2 K¢ za kus.

Priklad 7. Zvysené disponibilni mnoZstvi marcipdnu o 100 g se projevi zvysenim hodnoty tuce-
loveé funkce o 0,4 x 100 a vétsim poctem vyrdbéngch cukrovinek A o 0,05 % 100, tzn. o 5 kust.
Hodnotu 0,05 nalezneme ve sloupci nad stinovou cenou pro marcipan. Na poctu vyrobki B se
vet§T mnozstvi marcipdnu neprojevi (0 * 100).

1.6.3 Analyza citlivosti

Analyza citlivosti je rozbor citlivosti optimalniho FeSeni na zmény (stabilita optimalniho feSeni).
Zmény se mohou tykat vstupnich dat (vektor pozadavki, vektor cen a matice strukturnich koefi-
cientil), dale po¢tu proménnych a po¢tu omezujicich podminek. Zméni se bud tdaje ve vysledné
simplexové tabulce pti zachovani optiméalni baze, nebo se zméni i struktura optimalni baze.

Zména vektoru pozadavku

Jakékoliv zména ve vektoru pozadavkd se projevi v hodnotich zékladnich proménnych
a v hodnoté tcelové funkce. Musime rozliSovat zménu v tzv. intervalu stability a zménu mimo
tento interval. V rdmci tohoto textu nebude vypocet téchto intervalil odvozovan. V pripadé
zdjmu je mozné toto odvozeni nalézt napiiklad v publikaci [5]. My se soustfedime pouze na
intepretaci vysledku ziskanych pomoci SW.
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Vysledky ziskané pomoci Solveru

Intervaly stability vektoru pravych stran omezujicich podminek pro feseny priklad 1.2 ze
strany 41 nalezneme v Citlivostni zpravé — viz obrazek 1.9. Ve druhé tabulce nadepsané Omezujici
podminky nalezneme tidaje povoleny pokles a povoleny narist pro obé omezujici podminky. Jsou
to udaje, které nam fikaji, o kolik maximalné mizeme navysit nebo snizit hodnoty pravé strany
jedné omezujici podminky, aby feSeni (struktura béaze) ztstalo pofad stejné. Zméni se pouze
hodnoty béazickych proménnych a tcelové funkce. V ramci intervalu stability se hodnoty méni
tak, jak bylo uvedeno pii intepretaci stinovych cen.

Pozndmka. Vzdy uvazujeme zménu pouze u pravé strany jedné omezujici podminky.

Priklad 8. V prikladu 1.2 je disponibilni mnoZstvi marcipdnu 2000 g. Povoleny pokles je 1000 g
a povoleny ndrist neni omezen. To znamend, Ze interval stability pro marcipan je od 1000 g
do nekonecna. Pokud se zmény v disponibilnim mnoZstvi budou pohybovat v tomto intervalu,
nezméni se struktura bdze, budou se vypldcet vyrdbét cukrovinky A a B, Zddnd surovina nezbyde.
Budeme vychdzet ze stinovée ceny pro marcipdn — 0,4 K¢.

e zména v rdmci intervalu
Jestlize disponibilni mnoZstvi marcipanu bude pouze 1500 g (disponibilni mnoZstvi ofechi
zustdvd stejné), zména je v ramci intervalu stability. Disponibilni mnoZstvi je nizsi o 500 g
proti puvodnimu, tzn. hodnota ucelové funkce se snizi o 500 % 0,4, tj. 0 200 K¢. Pokud by
naopak disponibilni mnoZstvi vzrostlo o 500 g, zména opét v ramci intervalu stability (vse
ostatni nezménéno), hodnota icelové funkce vzroste o 200 K¢.

e zména mimo interval stability
V pripade, Ze by disponibilni mnoZstvi marcipanu kleslo na 800 g, z dosavadnich vysledki
nejsme schopni urcit, které vyrobky (a kolik) se budou vyrdbét. Pri zméné mimo interval
dojde k tomu, Ze pri sniZeni zdsoby jedné suroviny prestane tato stacit na vyrobu jednoho
z vyrobki, jind surovina zacne ve vétsi mite zbyvat; pri ndriustu zdsoby jedné suroviny zase
miize dojit k tomu, Ze prestane stacit druhd surovina apod. Ulohu je pak nutné prepocitat
s movymi vstupnimsi udaji.

e zména na hranici intervalu stability
Pokud disponibilnt mnozstvi marcipdnu je prave 1000 g, struktura bdze zistdvd stejnd, ale
resent je degenerované (nékterd bdzickd proménnd md nulovou hodnotu). Ucelovd funkce
klesne o 1000 « 0,4, tj. 0 400 K¢.

Poznamka. Z vysledkt poskytovanych Solverem nejsme schopni vycist, jak se méni hodnoty ba-
zickych proménnych pfi zménach pravych stran (neni k dispozici vyslednd simplexova tabulka).
Zjistime pouze, jak se méni hodnota tucelové funkce pomoci stinovych cen.

Zmeéna vektoru cen

Intervaly stability vektoru cen pro ptiklad 1.2 nalezneme v Citlivostni zpravé — viz obra-
zek 1.9. V prvni tabulce nadepsané Ménéné buriky nalezneme tidaje povoleny pokles a povoleny
nartst. Jsou to tdaje, které nam fikaji, o kolik maximéalné mizeme snizit nebo zvysit ceny
jednotlivych vyrobkt, aby se nezménila struktura baze. Musime odlisit dva pFipady:

e zména cen nezakladnich proménnych

Priklad 9. Cukrovinka C se nevyplati za cenu 4 K¢ vyrdbét (proddvat). Povoleny ndrust je
0,2 a povoleny pokles neni omezen. Aby dloha méla smysl, povoleny pokles bude maximdlné
4 K¢, abychom neuvaZovali zapornou cenu. To znamend, Ze interval stability je od 0 do
4,2 K¢.
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— zména ceny v rdmci intervalu
Pokud se cena bude ménit v tomto intervalu, struktura bdze se nezméni — vyrobek C
se stale nevypldci vyrdbét, nezmeéni se ani hodnota ucelové funkce. Zmeni se pouze
redukované ndklady.

— zména mimo interval
Pokud se cena zméni mimo interval, napriklad viyrobek C se bude proddvat za 4,5 K¢,
zmeénd se struktura bdze — vyrobek C se zacne vypldcet vyrdabét, zmeéeni se i redukované
nadklady, stinové ceny i hodnota uceloveé funkce.

— zmeéna na hranici intervalu
Pokud cena vyrobku C bude 4,2 K¢, struktura bdze se nezmeént, ale bude existovat
jeste jin€ rovnocenné optimdlni vesent, ve kterém jsou vyrobky C v bdzi.

e zména cen zakladnich proménnych

Priklad 10. Cukrovinka A se vypldci vyrabét (proddvat) za cenu 8 K¢. Povoleny narist je
4 K¢, povoleny pokles je 1,333 K¢. To znamend Ze interval stability je od 6,666 do 12 K¢.

— zmeéna ceny v ramct intervalu
Pokud se cena bude ménit v tomto intervalu, struktura bdze se nezméni — vyrobek A se
stdle vypldct vyrabét, zmeént se hodnota ucelove funkce, redukované ndklady i stinové
ceny.

— zmeéna mimo interval
Pokud se cena zméni mimo interval, napriklad vijrobek A se bude proddvat za 6 K¢,
zmeént se struktura bdze, zmeéni se i redukované naklady, stinové ceny i hodnota ucelové
funkce. Jak se zméni ale nejsme schopni zjistit, je nutné dlohu prepocitat.

— zmeéna na hranict intervalu
Pokud cena vgrobku A bude 12 K¢, struktura bdze se nezmeént, ale bude existovat jesté
jin€ rovnocenné optimdlni resent.

Vysledky ziskané€ pomoci modulu LINKOSA

Na rozdil od Solveru jsou uvedeny dolni a horni hranice intervalt stability a ne povoleny
narist a pokles pravych stran omezujicich podminek — viz obrazek 1.11.
Interpretace intervala stability jiz byla zminéna u vysledkd ziskanych Solverem, na tomto

s e
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Analyza citlivosti vektoru pravych stran

Intervaly stability reSeni

Mazev Hodnota jDol.mez  Hor.mez
R-marcipa 2000 1000
R-ofechy 3000 ] G000

Analyza citlivosti vektoru cen

Intervaly stability reSeni

Mazev Hodnota JDol.mez | Hor.mez
Cena cukr 8] 6.6GRGAE 12
Cena cukr 6 5.6

Cena cukr 4 472
Cena R-m 0 04
Cena R-of 0 0_0GGGRET

Obrézek 1.11: Intervaly stability k pfikladu 1.2 — Linkosa

Cviceni

Cvicent 1.13. Vyrobce ¢aju mé k dispozici 3 kg suSené méaty a 1,5 kg suSené tiezalky. M4
moznost vyrabét dva druhy bylinnych caji, a to ¢isty matovy ¢aj nebo smés maty a tiezalky
v poméru 3:2. Byliny jsou plnény do nalevovych sacki po 10 g . Pfi vyrobé je nutné pocitat
s odpadem u maty 5% a u t¥ezalky 8%. Cistého méatového ¢aje prodad maximalné 100 sacki. Zisk
z jednoho sacku ¢isté maty je 2 K¢ a z jednoho sacku smési 3 K¢. Kolik sacka kazdého druhu mé

X7

vyrobce vyrobit, aby zisk byl maximalni. Sestavte matematicky model a (lohy vyfeste "rucné”.

Cvicent 1.14. Vyrobce nabytku produkuje dva modely lavic (L; a Lg) a t¥i druhy zidli (71, Z2
a Z3). Na vyrobu se spotfebovavaji desky a hranoly. Vyroba déle vyzaduje podil ruéni prace.
Na jeden pracovni den ma firma k dispozici 1500 béznych metrid desek, 1500 kustt hranoli
a 2100 hodin ru¢ni prace. Spotieba uvedenych zdroji na jednotlivé vyrobky a zisk na jeden kus
v K¢ je v nasledujici tabulce:

Ly | Ly | Zy | Zo | Z3

Desky (bm/ks) 4 3 1 115 ] 1
Hranoly (ks/ks) 3 3 2 1 |15
Ruéni prace (hod/ks) | 6 4 2 2 |15
Zisk (K¢&/ks) 500 | 350 | 120 | 175 | 110

Jaka ma byt struktura vyroby, aby firma dosahovala maximélniho zisku? Sestavte matematicky
model, vyFeste pomoci vhodného SW a odpovidejte na otézky (sva tvrzeni zdiuvodnéte!!!).

1. Kolik kterych vyrobkt mé firma vyrabét?
2. Jakého bude firma dosahovat zisku pfi dodrzeni optimalni struktury vyroby?
3. Ktery material bude zbyvat?

4. Zvysil by se zisk, kdyby firma meéla k dispozici dalsi desky? Pokud ano, predpokladejme
dodatecné naklady, o které by se zisk na jeden metr desek snizoval. Jaké tyto dodatecné
naklady mohou maximéalné byt, aby se firmé dodatec¢ny nakup desek vyplatil?
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Kolik metrt desek by takto firma méla (mohla) dokoupit?
Vyplati se dokoupit desky s dodateénymi naklady 45 K¢ za metr?
Vyplati se dokoupit desky s dodateé¢nymi naklady 60 K¢?

Zvysil by se zisk, kdyby firma prikoupila dalsi hranoly?

Vyplatilo by se firmé propustit zaméstnance, ktery pracuje ¢tyfi hodiny denné, kdyby tim
usettila 400 K¢?

Kolik hodin by firma mohla kapacitu hodin snizovat, aby platila ptvodni struktura feseni?

Jak se projevi zména disponibilniho mnozstvi desek na 1550 metrti? Kde v tabulce tuto
zménu poznate?

Kolik kustu hranold by firma mohla vénovat na jiné ucely, aby se na puvodnim FeSeni nic
nezmeénilo?

Ktera opatfeni by méla za nasledek zvyseni zisku? (Co by firma musela mit k dispozici ve
vétsim mnozstvi?)

Pii jakém mnozstvi desek (za jinak nezménénych podminek) by produkce lavice 1, lavice 2
a zisk byly co nejvétsi?

Jaky by musel byt zisk z jedné zidle ¢. 1, aby se zacala vyplacet vyrabét?
Co kdyz zisk z jedné zidle ¢. 1 bude presné 150 K¢? Kde a jak se tato zména projevi?

Jak by se zménil zisk, kdyby firma vyrabéla 100 kust zidli ¢. 1 s pavodnim ziskem 120 K¢
za jednu zidli?

Jak by se zménil zisk, kdyby firma vyrabéla zidle ¢. 2 se ziskem 175 K¢ za jednu zidli?
Zisk z jedné lavice ¢. 1 by se zménil na 480 K¢ za kus. Kde se tato zména projevi?

S jakym minimalnim ziskem by se stale vyplacela vyroba lavic ¢. 17

Cwviceni 1.15. Podnik vyrabi formy z paskové oceli ve tvaru zakresleném na obrazku 1.12. Formy
se ziskavaji svarovanim polotovaru P1, Po, P3, P4, jejichz tvary jsou zakresleny na obrazku 1.13.

Obréazek 1.12: Vyrobek

Denni kapacita svaiecek je 66 hodin 40 minut, pificemz kazdy svar spojujici dva polotovary
trva 5 minut. Denné lze spotfebovat maximalné 100 kusd polotovaru P; a 200 kusid polotovaru
P4. Urcete Cetnosti jednotlivych technologickych postupu tak, aby pocet vyrobenych forem za
den byl maximalni.
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Obrazek 1.13: Polotovary

Vysledky

Vysledky 1.13

Proménné:

x1 — pocet sacku caje mata (ks),
x9 — pocet sacku caje smés (ks),

49

je u nich pozadovana nezapornost (celociselnost by byla vhodné, ale vzhledem k FeSeni simple-

xovou metodou ji neuvazujeme). Model tlohy:

z=2x1 +3x92 — max
10z; + 622 < 2850
dx, < 1380

r1 < 100.

z1 =178, 3o = 345, d3 = 22, » = 1191

Vysledky 1.14
Model ulohy:

z = 500x1 4+ 350x2 + 1203 + 17524 + 110x5
4x1 + 3292 + 23+ 1,524 + 25

3x1 + 3x0 4+ 2x3 + x4 + 1,525

6x1 +4xo + 2x3 + 224 + 1, b5

1. Lavice 1 — 150 kusi, lavice 2 — 300 kust.
2. Zisk bude 180000 K¢.

3. Budou zbyvat hranoly — 150 kusii.

IANIN N ]

max
1500
1500

2100.

4. Ano, pokud by dodatecné néklady byly mensi nez 50 K¢ na metr.

5. Mohla by dokoupit 50 m, pokud by nakoupila vice, ménilo by se struktura feseni.

6. Za 45 K¢ se to vyplati.
7. Za 60 k¢ se to nevyplati.

8. Nezvysil, hranoly zbyvaji.
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9. Ano, vyplatilo, ve zisk z vyroby by klesl o 200 K¢, ispora na zaméstnanci by byla 400 K¢.
10. O 100 hodin.
11. Zmeéna se projevi ve vyslednych hodnotach proménnych, vznikne degenerované feseni.
12. Mohla by vénovat 150 kust hranolu (rezerva).
13. Desky a praci.
14. Pii mnozstvi 1550 m.
15. Miniméalné 150 K¢.

16. Projevi se v indexnim fadku (zména v redukovanych nékladech), vznikne vice rovnocen-
nych feseni (hodnota tcelové funkce a stinové ceny se neméni).

17. Zisk by se snizil o 3000 K¢.

18. Nezmeénil by se, existuje vice rovnocennych optiméalnich feseni.
19. Projevi se v indexnim fadku, zisk se snizi o 20 K¢.

20. S minim&lnim ziskem 470 K¢.

Vysledky 1.15
Varianty, jak sestavit z polotovarii pozadovany vyrobek, jsou obsazeny v nésledujici tabulce:

Varianta | 1 | 2 | 3 | 4
P 211 —1—
Py 211121 -
P - =111~
Py -1 |-12

Proménné:

x1 — pocet vyrobki sestavenych variantou 1,

x9 — pocet vyrobki sestavenych variantou 2,

x3 — pocet vyrobktl sestavenych variantou 3,

x4 — pocet vyrobki sestavenych variantou 4,

je u nich pozadovdna nezdpornost (podminka celoéiselnosti by byla vhodna, ale vzhledem k
feSeni simplexovou metodou ji nebudeme uvazovat).

Model tlohy:

Z2=x1+T2+23+2x4 — max

20z1 4 1529 4 1523 + 1024 < 4000
201+ 22 < 100

xo +2x4 < 200.

Maximalni pocet forem za den bude ziskadn tak, ze 200 forem bude vyrobeno svarenim dvou
polotovard P a jednoho polotovaru P3 a 100 forem svafenim dvou polotovart Py.
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1.7 Dualita v tlohach LP

1.7.1 Formulace dualnich 4loh

Ke kazdé tloze linearniho programovani muzeme z tychz vstupnich dat formulovat lohu dualni,
ktera je k pavodni, primérni tloze, v jednozna¢ném — na prvni pohled pouze formélnim — vztahu.
Mezi dualné sdruzenymi tlohami vsak existuji i vécné, logické souvislosti, jak mizeme ilustrovat
na formulaci dualni tlohy k feSenému prikladu 1.2 ze strany 41 o vyrobé cukrovinek druhu
A, B, C. Matematicky model této tlohy je tvaru

z=8x1 + 6x2 + 423 — max
2021 + 1022 + 823 < 2000
30xo + 1523 < 3000

gy > 0

o > 0

zg > 0,

kde omezujici podminky jsou dény disponibilnim mnozstvim marcipdnu a ofiskt a kritériem
optimality je dosazeni maximalnich trzeb.

Priklad 11. Predpoklidejme, Ze majitel cukrdarny chce obé suroviny, tj. 2000 g marcipdnu a 3000 g
otisku, prodat. Oznacime-li cenu jednotkového mnoZstvi téchto surovin, tj. jednoho gramu, sym-
boly y1, y2 (zFejmé to musi byt nezdporna c¢isla), cena obou disponibilnich zdroji je ddna vyrazem
2000y1 +3000y2. Majitel cukrdrny wvazuje realisticky, tzn. spokoji se s co nejmensi cdstkou, kte-
rou dostane, ale poZaduje, aby thrnnd cena surovin, které jsou nutné na vyrobu jedné cukrovinky
kazdeho druhu, nebyla mensi neZ cena, za kterou se tato cukrovinka proddvd. Musi tedy byt spl-
néna soustava podminek

200 >
10y; +30y2 >
8y1 + 153 >

Tato soustava linedrnich nerovnic spolu s podminkami nezdpornosti obou promeénnych

Y1 0

Y2

AV

a linedrni ucelovou funkct
z = 2000y; + 3000y, — min
tvori ulohu dudlni k vesenému prikladu 1.2.

Je to opét tloha linearniho programovéani, v niz strukturni proménné y;, yo jsou prifazeny jed-
notlivym vlastnim omezujicim podminkdm priméarniho modelu a naopak kazdé primérni struk-
turni proménné x1, x2, x3 je prifazeno jedno vlastni omezeni dualu. Dualita je vztah vzajemny,
tzn. model feseného ptikladu 1.2 mtizeme povazovat za primarni a model sestaveny v prikladu 11
je k ni dudlni. Tyto modely jsou prikladem symetrickych dualné sdruZzenych tloh, které mizeme
obecné formulovat — viz tabulka 1.10. Vztahy mezi dvéma symetrickymi dualné sdruzenymi
ulohami jsou pfehledné zapsany v tabulce 1.11. Jestlize jsou néktera vlastni omezeni primarni
maximalizaéni Glohy typu >, pfed formulaci tlohy dudlné sdruzené je musime pfevést na ome-
zeni typu < vynasobenim (—1). Podobné jestlize jsou v priméarni minimalizaéni loze omezeni
typu <, musime je pfevést na omezeni typu > vynasobenim (-1). Zvlastni tipravu z hlediska du-
ality si vyzada model, v némz néktera vlastni omezujici podminka je dana rovnici. Tohoto typu
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Tabulka 1.10: Vztah mezi symetrickymi dualné sdruzenymi modely

Priméarni dloha Duaélni dloha
Ax<b — y>o
X>o0 > ATy >c
z=c'x - max | < | f=bly — min

Tabulka 1.11: Vztah mezi symetrickymi dualné sdruzenymi tlohami

Primar | Dual
Pocet proménnych n m
Pocet vlastnich omezeni m n
Matice strukturnich koeficient A AT
Vektor pozadavki b c
Vektor cen c b
Typ omezeni < >
Nezapornost proménnych ano ano
Typ extrému tcelové funkce max min

je tloha o optimalnim slozeni vyzivového dopliku (ptfiklad 2 ze strany 12), jejiz matematicky
model je tvaru

z=4x1+ 10z2 — min
6x1+ 80z < 90
0,1xy + 1,529 = 1,2
160z; > 2000
5x1 + 922 > 18
rp =
Ty =

Rovnici, ktera tvori druhou omezujici podminku, mizeme nahradit dvéma nerovnicemi

0,1z 4+ 1,52
0,1z1 4+ 1,522

< 1,2
> 1,2

Po tpravé vSech nerovnic na typ > ziskdme soustavu omezujicich podminek, ekvivalentni se
soustavou pivodniho modelu piikladu 2, ve tvaru

— 6x1 —80x2 > —90
0,11 + 1,520 > 1,2
0,11 — 1,520 > —1,2

16027 > 2000

5x1 + 9z > 18.

Oznacime-li dualni proménné, ptifazené jednotlivym omezujicim podminkam, po radé symboly
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yl,y;,y;,yg,m pro dualni model plati

f=—=90y; + 1,2y, — 1,2y, + 2000y5 + 18y,

— Inax
—6y1 + 0,1y, — 0,1y, + 160y3 + 5y < 4
—80y1 + 1,5y — 1,595 +9ys < 10
1 = 0
yp > 0
yp > 0
y3 = 0
ye = 0.

Takto formulované dualné sdruzené tlohy jsou symetrické. Protoze koeficienty proménnych y2
a y2 se lisi pouze znaménkem, je mozné je vytknout a rozdil y2 — y2 oznadit jakozto proménnou
y2. Potom mizeme vlastni omezujici podminky a ti¢elovou funkci vytvofeného dualniho modelu
zapsat ve tvaru

f=-90y1 + 1,2y + 2000y3 + 18y, — max
—6y1 +0,1y2 + 160ys + 5ys < 4
—80y; +1,5y2 +9ys < 10

Tento model mé diilezitou vlastnost: Zatimco proménné y, a y, musely byt nezaporné, jejich
rozdil, tj. proménnd y» , mize byt zaporna. Jestlize specidlné vsechna omezeni v primarni tloze
jsou ve tvaru rovnic, zadné z dualnich proménnych nemusi spliiovat pozadavek nezapornosti.
Tyto tlohy se nazyvaji nesymetrickymi dualnimi problémy a plati pro né nasledujici vztahy
—viz tabulky 1.12 a 1.13. Uvedené dualné sdruzené modely lze oznadit jako ” ¢isté” nesymetrické

Tabulka 1.12: Vztah mezi nesymetrickymi duélné sdruzenymi modely (1)

Primérni tloha (maximaliza¢ni) Dualni tloha (minimaliza¢ni)
Ax=Db — y bez omezeni
X>o0 > ATy >c
z = c¢I'x — max — f=bly — min

Tabulka 1.13: Vztah mezi nesymetrickymi dudlné sdruzenymi tlohami (2)

Primarni tloha (minimalizac¢ni) Duaélni tloha (maximalizaéni)
Ax=b > y bez omezeni
X>o0 — ATy <c
2z =cI'x — min — f=b"y - max

ulohy, kdy v jedné tloze jsou vSechna vlastni omezeni vyjadiena rovnicemi a zadné proménnd
v druhé tloze nemusi byt nezdporna. Vyse zminéna tloha o optimalnim vyZivovém dopliiku je
ptrikladem smisené duality, kdy v omezujicich podminkach priméru se vyskytuji rovnice i nerov-
nice a v dudlu jen nékteré proménné musi byt nezaporné.

1.7.2 Vztahy mezi FeSenim dualné sdruzenych aloh

N

o dualité, ktera se sklada ze tii tvrzeni.
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1. Mé-li jedna z dvojice dualné sdruzenych tloh optiméalni feSeni, ma optimalni feseni i illoha
druhd a optimélni hodnoty obou téelovych funkci jsou stejné (zmaz = finin)-

2. MA4-li jedna z dvojice dualné sdruzenych tloh pfipustné feseni, ale hodnota jeji tcelové
funkce je neomezend, druhé tloha nema pripustné reseni.

3. Nemé-li jedna z dvojice dudlné sdruzenych tloh pfipustné feseni, druhd tloha bud také
nema piipustné Feseni, nebo ma, ale i¢elova funkce mize neomezené vzristat (resp. klesat).

Resenim jedné ze sdruzenjch tloh ziskdme i feSeni druhé tlohy. Optimalni hodnoty du-
alnich proménnych najdeme v indexnim fadku vysledné simplexové tabulky primarni tulohy.
Optimalni hodnoty dudlnich strukturnich proménnych se rovnaji indexnim ¢islim priméarnich
pridatnych proménnych. Optimélni hodnoty dualnich strukturnich proménnych ptifazenych rov-
nicim zjistime v indexnim fadku pod pfislusnymi dopliitkovymi proménnymi. Optiméalni hodnoty
pridatnych proménnych dualni tlohy se rovnaji indexnim ¢islim primérnich strukturnich pro-
ménnych . Pokud priméarni tloha je minimalizacni, indexni fadek ve vysledné simplexové tabulce
obsahuje pouze nekladné ¢isla a indexni ¢isla musime brat v absolutni hodnoté. Z uvedenych
vztahtl mezi optimalnim fesenim dualné sdruzenych aloh vyplyva, Ze pokud jedna z tiloh ma ne-
kone¢né mnoho rovnocennych optiméalnich feseni, optimalni feseni druhé ilohy je degenerované.
Vztahy mezi optimalnimi vysledky dualné sdruzenych tloh ilustrujeme na feseném prikladu 1.2
na strané 41 a tuloze dudlné sdruzené, zformulovanych v ivodu této subkapitoly. Indexni Fadek
vysledné simplexové tabulky primérni tlohy (tabulka 1.9) obsahuje nasledujici ¢isla — viz tabulka
1.14. Z indexniho fadku lze vycist toto optimalni feSeni tlohy dualné sdruzené:

Tabulka 1.14: Dudlni proménné v feseni primarniho modelu
Baze T T2 I3 d1 d2 b

z 0|0 1/5 2/5 1/15 1000
Duél | Pridatné proménné | Strukturni proménné

e Strukturni dudlni proménné: y; = 2/5, y2 = 1/15
e Odecitané pridatné proménné v dudlu: g1 = g2 =0, g3 =1/5
e Optimalni hodnota tucelové funkce v dudlni aloze: f,;, = 1000

Podle stejnych pravidel ur¢ime optiméalni feSeni primérni tlohy, pokud znédme vyslednou simple-
xovou tabulku pfislusné duélni tlohy. Mizeme se rozhodnout, kterou tilohu budeme resit podle
toho, co je z vypocetniho hlediska vyhodnéjsi.

1.7.3 Véta o rovnovaze

Ve dvojici symetrickych dualné sdruzenych dloh odpovida kazdému vlastnimu omezeni jedné
ulohy podminka nezépornosti pfislusné proménné v druhé dloze a naopak. Vztahy mezi sdruze-
nymi omezenimi obou tloh po dosazeni optimalniho jednozna¢ného a nedegenerovaného reseni

primérniho modelu x(©) = (xgo),xgo), . 7337(10))T a dudlniho modelu y(© = (950)7?/&0), e ,yﬁg))T
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lze vyjadrit nasledujicimi ekvivalencemi:
m
0
;= 54 Zaijyz()>cj
i=1
© .
0 0
i > 0 & Zaiﬂ/z’ ) =c¢j
i=1
n
yz(o) =0 & Zaijx§‘0) < bz
j=1
n
yZ(O) >0 & Zaijl'go) =b;
j=1

Uvedené vztahy lze shrnout do tzv. véty o rovnovaze: Je-li v optimalnim feseni jedno z dvojice
dudlné sdruzenych omezeni splnéno jako ostra nerovnost, je druhé omezeni splnéno jako rovnost
a naopak.

1.7.4 Ekonomicka interpretace duality

Ekonomicky vyznam strukturnich dualnich proménnych lze odvodit z rovnosti optimalnich hod-
not ucelovych funkci dvou dualné sdruzenych tloh. Zname-li optimalni hodnoty strukturnich
(0) . (0) (0)

dudlnich proménnych (y; ’,y5 ,...,Ym ), mizeme optimalni hodnotu acelové funkce primaru
vyjadiit ve tvaru z = blygo) + bzyéo) +...+ bmy,(?g). Ptedpokladejme nyni zménu pozadavkového
¢isla b o hodnotu Abg, kde 1 < k < m . Oznacéime-li odpovidajici zménu optimalni hodnoty

ucelové funkce Az, plati
24 0z = byl + by + L+ (b + 20U -+ b,

odkud po tpravé dostaneme vztah
Nz = Dby,
neboli
(0 _ Bz
Yoo T Aby

7 odvozeného zlomku vyplyva, ze optimalni hodnota strukturni dudlni proménné udava zménu
optimélni hodnoty tc¢elové funkce (priméru i dudlu), pfipadajici na jednotkovou zménu pravé
strany prislusného omezeni v primaru. Jestlize se omezujici podminka zmirni, tzn. v nerovnicich
< se prava strana zvysi nebo v nerovnicich > se snizi, optiméalni hodnota tcelové funkce se zlepsi,
tj. v maximalizacnich tlohéch se zvysi a v pripadé minimaliza¢ni Gcelové funkce se snizi. Naopak
zprisnéni omezujici podminky, tj. sniZzeni pravé strany nerovnice < nebo zvySeni pravé strany
nerovnice > , ma za nasledek zhorSeni optiméalni hodnoty ucelové funkce. Dualni proménné tedy
predstavuji ocenéni Ciniteld tvoricich jednotlivé omezujici podminky primérni dlohy a byvaji
nazyvany jejich stinovymi cenami. Je to ocenéni relativni, posuzované z hlediska daného, kon-
krétniho modelu. V nesymetrickych duédlnich tlohéch se mutize stat, ze optimalni hodnota duélni
strukturni proménné, prifazené rovnici, je zaporna. Interpretace tohoto vysledku znamena, ze
miize dojit k paradoxni situaci, kdy napt. rozsifeni vyrobniho zdroje zptsobi pokles dosahova-
ného zisku nebo vétsi mnozstvi vyrobki je mozné dosahnout pri nizsich nédkladech. Ekonomicky
vyznam pridatnych dualnich proménnych je dan tim, Ze se rovnaji indexnim ¢islim struktur-
nich proménnych ve vysledné simplexové tabulce primarni tlohy. Nenulové hodnoty téchto ¢isel
udévaji, o¢ by se zhorsila optimélni hodnota tcelové funkce zafazenim jedné jednotky této pro-
ménné do feSeni, neboli o kolik je tfeba cenu této nezakladni proménné v maximaliza¢ni tloze
zvysit a v minimaliza¢ni tloze snizit, aby se stala zakladni proménnou s kladnou hodnotou.
Ekonomickou interpretaci véty o rovnovaze lze dobfe ilustrovat na tloze optimalniho vyrobniho
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n
planovani: Je-li vyrobni zdroj nevyuzit ( aijxg-o) < b;), jeho ocenéni je nulové (y; = 0), zatimco

7=1
n
pii vycerpani vyrobniho zdroje () aijxg-o) = b;) jeho ocenéni je kladné (y; > 0). Je-li ocenéni
j=1
vSech vyrobnich ¢initelti spotfebovanych na urcity vyrobek vétsi nez zisk, ktery tento vyrobek
m
vynasi ( aijyi(o) > ¢j), jde o nerentabilni vyrobek (x; = 0). Jestlize zisk urcitého vyrobku je
i=1
m
stejny jako ocenéni vSech spotfebovanych vyrobnich ¢initeld (> aijyfo) = ¢;j), je vyhodné tento
i=1
vyrobek vyrdbét (x; > 0).
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Cviceni

Cwvicent 1.16. U feSeného piikladu 1.1 na strané 28, v némz tcelovd funkce miiZe neomezné
vzristat, ovérte, ze dudlné sdruzend tloha nemé feseni.

Cwvicent 1.17. Podnik vyrabi roztok s pozadovanou kyselosti pH 4 michanim surovin Sy, So a Ss.
Kyselost roztoku je dana vazenym aritmetickym primérem kyselosti vychozich surovin. Celkova
cena pouzitych surovin nesmi pfesdhnout 20 tisic K¢. Stanovte mnozstvi surovin Sy, Ss a S3 tak,
aby z nich za danych podminek bylo vyrobeno maximalni mnozstvi roztoku. Pozadované udaje
vztazené na litr surovin jsou uvedeny v nésledujici tabulce.

S1 | S2 | S3
kyselost (pH) | 5 | 2 | 3
cena (K¢) 20 | 10 | 25

a) Sestavte model této tlohy.
b) K primarnimu modelu sestavte model dualné sdruzeny a graficky ho vyfeste.
c) Obé tlohy vyfeste pomoci vhodného SW a porovnejte vysledky.

Cviceni 1.18. Formulujte dualné sdruzenou tlohu ke cviceni 1.10 ze strany 30. Ulohu vyfeste
nejprve graficky a potom i pomoci SW. Z vysledku odvodte vliv ménicich se pozadavki na
produkci zrna a sldmy na minimalné nutnou plochu obou obilovin.

Vysledky

Vysledky 1.16
Model dualné sdruzené tlohy:

z=-30y; + 6y — min
-3y > 1
—dy1+y2 > 1
yi =2 0
y2 = 0.

Vzhledem k podminkdm nezdpornosti prvni podminka nemutze byt splnéna.
Vysledky 1.17 a) Model tlohy je:

Z2=x1+ 2Ty +x3 — max
20x1 4+ 1029 + 2523 < 20000

r1—2x9—x3 = 0
I Z 0
T2 Z 0
T3 > 0
b)

f=20000y; — min

2001 +y2 > 1

10y1 —2y2 > 1

25y1—y2 > 1

vy = 0.

y1 = 0,06;y. = —0,2; f = 1200
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Vysledky 1.18

f=100y; + 90y — max
4y1 +4,9y2 < 1
Sy1 +4y2 < 1
vy =2 0
y2 = 0.

_ 1., _ 2.p_ 280
Y1 = 13392 = ﬁvf - 13
Pokud se zméni pozadavek na produkci zrna o 1 tunu, zméni se minimalné nutna celkova plocha

.. . . 1 . . . o1 . o 2
zita a pSenice o 73 ha. Zména v pozadavku na produkei slamy se projevi zménou plochy o 3

13
ha.
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1.8 Vicekriterialni linearni programovani

P7i feseni optimalizacnich loh existuje zpravidla vice kritérii optiméalnosti, kterym by mélo byt
feseni omezujicich podminek podfizeno; existuje vice hledisek, kterd bereme pii optimalizaci
v uvahu. Proto je nutné provést tzv. vicekriteridlni optimalizaci. Ve vicekriterialni optimalizaci
existuje k dané soustavé omezujicich podminek vice tcelovych funkci. Je nutné nalézt variantu,
kterd by za danych podminek nejlépe vyhovovala vSsem optimaliza¢nim kritériim, hledadme tzv.
kompromisni FeSeni.

Priklad 12. Prazirny kdvy vyrabéji dva druhy kdvy (Super a Standard) ze dvou druhi kdvovijch
bobi KB1 a KB2, které maji smluvné zajistény v mnoZstvi 4 t a 6 t. SloZeni kdvy (v procentech)
a zisk (v tisicich K¢) jsou uvedeny v tabulce.

Druh kdvy | KB1 | KB2 | zisk
Super 50 50 20
Standard 25 75 14

Prazirny maji za ikol vyrobit minimdlné 4 tuny kdvy a snazi se:
1. maximalizovat svuj zisk,
2. minimalizovat spotiebu kavovych bobi 2 (KB2),
8. mazimalizovat vyrobu kdvy Super.

Hledangmi veli¢inami v dané tloze jsou vyrabéné mnozstvi kavy Super a Standard (v tundch),
a to
x1 — mnozstvi kdvy Super
To — mnozstvi kdvy Standard.
Ucelovd funkce, kterd mazimalizuje dosahovany zisk, je tvaru:
z1 = 2021 + 1429 — max.
Ucelovd funkce, kterd minimalizuje spotiebovdvané mnoZstvi kdvovijch bobi 2, je tvaru:
20 = 0,521 4+ 0,752 — min.
Ucelovd funkce, kterd mazimalizuje vyrdbéné mnoZstvi kdvy Super, je tvaru:

Z3 = X1 — Inax.

Omezujict podminky jsou dany disponibilnim mmnozstvim kdvovych bobi a minimdlnim poZado-
vanygm mmnozstvim kdvy, coZ vyjadruji ndsledujict nerovnice:

e pro kdvové boby 1
0,521 + 0,25z < 4

e pro kdvové boby 2
0,521 + 0,7522 < 6

e pro minimadlni poZadované mnoZstvi kdvy

T1+x0 >4

Podminky nezdpornosti (v1,x2 > 0) jsou zde nutné, podminky celociselnosti nikoliv.
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1.8.1 Ziskani dil¢ich (parcialnich) Feseni

V prikladu 12 jsou tfi hlediska, ke kterym bychom pti optimalizaci méli pfihlizet. Nejprve zjis-
time, jak by Teseni vypadalo s pfihlédnutim pouze k jednomu kritériu optimality, ziskdme tzv.
parcidlni (diléi) optimalni FeSeni. Jak ziskdme tyto diléi feSeni je popsano v nésledujicich
fesenych ptikladech.

Reseny priklad 1.3. Jaké je optimdlng teseni prikladu 12, budeme-li chtit za danych podminek
dosahovat mazximdlniho zisku?

Reseni. Hledanymi veli¢inami v dané tloze jsou vyrabéna mnozstvi kavy Super a Standard
(v tunéach), a to 1 — mnozstvi kdvy Super a z9 — mnozstvi kdvy Standard.

Model ulohy je:

z1 = 20x1 + 1429 — max
0,521 + 0,252, < 4
0,521 +0,7522, < 6
r1+z2 > 4
r1,r9 > 0

Takto sestaveny model vyfesime napf. pomoci vhodného SW (podrobnéji v piiloze A) a zis-
kéame dil¢i feseni:
x(D = (6;4), 2, = 176,

coz znamend, ze pokud bude kritériem optimality pouze zisk, za danych podminek mtizeme
dosdhnout jeho maximalni vyse 176 tisic K¢, pokud budeme vyrabét 6 tun kévy Super a 4 tuny
kavy Standard.

Reseny priklad 1.4. Jaké je optimdlni veseni prikladu 12, budeme-li chtit za danych podminek
spotrebovdvat minimdlni mnoZstvi kdvovych bobu 27

Resend. Hledanymi veli¢inami v dané tloze jsou vyrdbéné mmozstvi kdvy Super a Standard
(v tunéch), a to z1 — mnozstvi kdvy Super a xo — mnozstvi kdvy Standard.
Model ulohy je:

2o = 0,521 40,7523 — min
0,521 + 0,25z, < 4
0,521 +0,7520 < 6

1 +w2 > 4
r1,r9 > 0

Takto sestaveny model vyfesime napt. pomoci vhodného SW (podrobnéji v piiloze A) a zis-
kéame dil¢i feseni:
x?) = (4;0), 22 = 2,
coz znamena, %e pokud bude kritériem optimality pouze spotieba kavovych bobu 2, za danych

podminek miizeme dosdhnout jeji minimélni hodnoty 2 tuny, pokud budeme vyrdbét 4 tuny
kavy Super a 0 tun kavy Standard.

Reseny priklad 1.5. Jaké je optimdlni veseni prikladu 12, budeme-li chtit za danych podminek
vyrabét mazximdlni mozné mnoZstvi kavy Super?
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Resend. Hledanymi veli¢inami v dané tloze jsou vyrdbéné mmozstvi kdvy Super a Standard
(v tunéch), a to z1 — mnozstvi kdvy Super a xo — mnozstvi kdvy Standard.
Model ulohy je:

zZ3=x1 — max
0,521 + 0,252 < 4
0,521 +0,75z0 < 6
1 +r2 2> 4
r1,x9 > 0

Takto sestaveny model vyfesime napt. pomoci vhodného SW (podrobnéji v ptiloze A) a zis-
kame dil¢i FeSeni:
x(®) = (8;0), 23 = 8,
coz znamena, ze pokud bude kritériem optimality pouze vyroba kavy Super, za danych podminek

muzeme dosadhnout jeji maximalni vyse 8 tun, pokud budeme vyrabét pouze kivu Super a zddnou
kavu Standard.

Vsechny parcidlni FeSeni nyni zapiSeme do tabulky (tu¢né). V tabulce jsou dopoéitany pro
kazdé parcialni feseni i hodnoty ostatnich kritérii.

Ucelova funkce
z1 — Zisk | z9 — KB2 | z3 — Super
1 6 4 8
o 4 0 0
21 — Zisk 176 80 160
z9 — KB2 6 2 4
z3 — Super 6 4 8

Pozndmka. V hlavicce tabulky je vzdy uvedeno kritérium optimality, podle kterého byl model
feSen. V fadcich tabulky jsou uvedeny hodnoty proménnych a vSech kritérii. Vezméme napii-
klad prvni parcidlni feseni, které je uvedeno ve druhém sloupci tabulky. Hodnoty proménnych
jsou x1 = 6,x9 = 4 a ucelova funkce — zisk méa hodnotu 176 tisic K¢é. Kolik pii této struktufte
vyroby spotfebujeme kévovych bobl 2 zjistime tak, ze dosadime vyrabéné mnozstvi — hodnoty
proménnych do ucelové funkce vyjadiujici spotifebu KB 2 v zavislosti na vyrobeném mnozstvi.
Spocitame potom hodnotu vyrazu 0,5%x6+0,75%4 = 6 (v tabulce uvedeno ve druhém sloupci, Ses-
tém Tradku. Mnozstvi vyrabéné kavy Super je patrné jiz ze struktury vyroby — vyfesenim dil¢iho
modelu. Stejnym zpusobem dopocitame i ostatni hodnoty kritérii z dalSich dil¢ich optiméalnich
TesSeni.

V8echna parcidlni FeSeni jsou tzv. FeSeni nedominovana. Nedominovand budou i kom-
promisni FeSeni, ktera ziskAme nékterou z metod vicekriteridlni optimalizace. Reseni by bylo
dominované, pokud by existovalo jiné feSeni, které by bylo alespon z jednoho hlediska lepsi a
ze vSech ostatnich hledisek stejné. Nedominované feseni neni dominované zadnym jinym fesenim.

1.8.2 Zakladni symbolika pouzivana pri popisu metod vicekriterialni optima-
lizace

Abychom mohli obecné popsat metody vicekriterialni optimalizace, zavedeme si nasledujici sym-
boliku.

e Pocet neznamych — n, v prikladu 12 n = 2,

e pocet ucelovych funkci — r, v prikladu 12 r = 3,
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n

o /-t4 ucelova funkce (k=1,2,...,7) — 2z, = chjxj,

J=1

e vektor diléitho optimalniho Feseni x(¥) pro funkei 2, nejlepsi mozna hodnota téelové funkce

25
kladny vahovy koeficient v, ktery ocenuje dilezitost k-té ucelové funkce, tyto koeficienty
T

jsou normovany tak, aby Z v = 1.

k=1
Rozdélent metod pro stanoveni vah kritérii

Metody na stanoveni vah kritérii 1ze rozdélit podle informace, ktera je nutna ke stanoveni
vah.

— Rozhodovatel nemize urcit preference. V pripadé, ze rozhodovatel neni schopen roz-
lisit dilezitost jednotlivych kritérii, vSem kritériim je prifazena stejna vaha. Mame-li
tedy napriklad tii kritéria (r = 3), kazdému z nich je pfifazena véha § (v = 1).

— Rozhodovatel md ordindlni informaci o kritériich. V takovém piipadé je rozhodovatel
schopen urcit poradi ddlezitosti kritérii. Mezi metody vyzadujici ordinalni informaci
o kritériich patii metoda poradi a Fullerova metoda.

— Rozhodovatel ma kardindlni informace o kritériich. Rozhodovatel zna nejen poradi,
ale i rozestupy v poradi preferenci mezi jednotlivymi kritérii. Mezi metody zalozené

na tomto principu patii bodovaci metoda a Saatyho metoda.

Metoda portadi

Rozhodovatel sefadi kritéria optimality (icelové funkce) z1, 22, ..., 2, od nejvyznamnéjsiho
k nejméné vyznamnému a takto usporddanym kritériim (aéelovym funkcim) pfiradi body
r,r —1,...,2,1. Vahy jsou ziskdny tak, ze se pocet pfifazenych bodiu vydéli celkovym
poc¢tem bodu.

Reseny priklad 1.6. Spocitejte vdhy kritérii z prikladu 12 metodou potadi, pokud wvite, e
kritéria jsou preferovdna v tomto poradi: z1, z3, 22

Resend. Napiiklad kritérium z; je prvni v potfadi ze tii kritérii, proto pfifadime tomuto
kritériu 3 body. Celkovy pocet bodu ptidéleny vsem kritériim je 6 (3+2+1). Vaha se pak
vypocte jako podil bod pfirazenych tomuto kritériu na celkovém poctu pfifazenych bodi,
tedy v1 = 3/6 = 0,5. Stejné tak pfifazujeme body podle pofadi dalsim kritériim a vahy
jsou pak nasledujici: v = 1/3, vo = 1/6.

Fullerova metoda

Pri vétsim poctu kritérii je vyhodné srovnavat navzajem vzdy pouze dvé kritéria, o kterych
poskytuje tzv. Fullertiv trojuhelnik. Za pfedpokladu, Ze jednotliva kritéria jsou pevné
oc¢islovana poradovymi ¢isly 1,2,...,r, Fulleriv trojihelnik je tvoren dvojradky, v nichz
kazda dvojice kritérii se vyskytne pravé jednou (viz schéma). U kazdé dvojice hodnotitel
pro kritérium z; predstavuje pocet zakrouzkovanych ¢isel k pocet jeho preferenci, ktery
oznacime fi. Protoze pfi poc¢tu kritérii 7 je pocet parovych srovnani roven kombinac¢nimu
¢islu (g), tj. pro normovanou vahu kritéria z; plati

Jr

r(r—1)

2

Vi = ,k:1,2,...,?”.

Schéma Fullerova trojthelniku:
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1 1 1 1
2 3 4 T
2 2 2
3 4 T
r-2 r-2

r-1 r

r-1

r

Resenyj priklad 1.7. Spocitejte vihy kritérii z prikladu 12 Fullerovou metodou, pokud vite,
zZe rozhodovatelovy preference jsou nasledugici: z1 = z3 = zo.

Reseni. ZapiSseme kazdou dvojici kritérii do Fullerova trojihelniku a tuéné oznacime to
kritérium, které je ve dvojici preferovano.

W N

Pro kazdé kritérium spocitame kolikrat je oznacené jako preferované pred jinym kritériem.
Pocet preferenci pro kazdé kritérium vydélime poctem vSech porovnavani. Tim ziskame
vahy.

Kritérium | Pocet preferenci ‘ Véaha, ‘

zZ1 2 2/3

z9 0 0

z3 1 1/3
Celkem 3 1

Nevyhodou metody parového srovnavani je skutecnost, ze nejméné dulezité kritérium ma
nulovou véhu, i kdyz nemusi jit o zcela bezvyznamné kritérium. Tento nedostatek lze
odstranit tak, Ze ¢etnost preferenci kazdého kritéria zvysime o 1 a celkovy pocet preferenci
zvysime o r.

Resenyj priklad 1.8. Spocitejte vahy Fullerovou metodou tak, aby Zddné z kritérii nemélo

nulovou vahu. Preference jsou shodné se zaddnim reseného prikladu 1.7.

Reseni. Vezmeme vysledky feseného piikladu 1.7, navy$ime pocet preferenci o jednotku,
tim nam vzroste celkovy pocet porovnavani na 6 a vahy se pak pocitaji jako podil poctu
preferenci daného kritéria a celkového poctu porovnéavani.

Kritérium | Pocet preferenci \ Vaha \ Navyseny pocet preferenci \ Upravena vaha ‘

K 2 2/3 3 1/2

Ky 0 0 1 1/6

K 1 1/3 2 1/3
Celkem 3 ‘ 1 ‘ 6 ‘ 1 ‘

Existuji modifikace metody parového srovnavani kritérii, které pripoustéji stejnou dilezi-
tost nebo nesrovnatelnost nékterych kritérii, ale témi se v tomto textu nebudeme zabyvat.
Pokud tedy budeme chtit pouzit Fullerovu metodu, musime byt schopni pomoci relace
preference kritéria usporadat.
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Bodovaci metoda

Na rozdil od metody poradi, kterd vychazi pouze z porovnani vyznamnosti jednotlivych
kritérii, pfi bodovaci metodé se dilezitost kritérii ohodnoti po¢tem bodt (éim je kritérium
napt. 1 az 5, 1 az 10 apod. Pfidéleny pocet bodi se prevadi na normovanou vahu vydélenim
celkovym poctem bodu. Zvlastnim pfipadem bodovaci metody je alokace 100 bodt (zvana
téz Metfesselova alokace), kdy mezi jednotliva kritéria se v souladu s jejich dilezitosti
rozdé€luje 100 bodi. Normované vahy jsou potom stokrat mensi nez prislusny pocet bodi.
Potirebné body pro vypocet vah ziskdme mizeme ziskat napf.

— obodovanim dtilezitosti dil¢ich feSeni
Priklad 13. Méjme dvé kritéria optimality. Prunimu privadime dileZitost 2 body, dru-
hému 3 body. Vdahy spocitame tak, Ze pridélené body vydélime celkovym poctem pri-
délenych bodu, coz je v nasem pripadé 5. Jinymi slovy body pridélené jednotlivym
kritériim budeme normovat celkovym poctem bodi. Vahy pruniho kritéria vypocteme
vy = 2/5 =04 a vahy druhého kritéria vo = 3/5 = 0,6. Soucet vah ndm musi vidy
ddt hodnotu 1, jak jiZ bylo uvedeno vyse.

vvvvvv

Priklad 14. Méjme dvé kritéria optimality. Stanovime si, Ze proni je ctyrikrdt dileZi-
tejsi neZ druhé — duleZitost je 4 : 1. Z toho pridelime body obéma kritériim a postup
je shodny jako v predchozim Teseném prikladu.

Reseny priklad 1.9. Spocitejte vahy kritérii z prikladu 12 bodovaci metodou.

Reseni. Nejprve si musime nejen srovnat kritéria podle potadi preferenci, ale i uréit silu
téchto preferenci. Jedno z moznych bodovych ohodnoceni spolu s vyslednymi vahami pro
takové bodové ohodnoceni je v nasledujici tabulce.

Kritérium | Pocet bodu ‘ Véaha ‘

K 50 0,5

Ky 20 0,2

K3 30 0,3
| Celkem | 100 [ 1 |

Saatyho metoda, jak jiz bylo uvedeno, je téz zalozena na kardinalni informaci o dilezitosti
kritérii. V tomto textu se ji nebudeme vice zabyvat, v pfipadé zdjmu je mozné popis me-
tody i ptiklady nalézt napt. v [1].

Vahy kritérii patii k adajim subjektivniho charakteru, zavisejicim jednak na pouziti me-
tody, jednak na hodnotiteli.

Pozndmka. Pro vlastni hodnoceni variant staci, aby si rozhodovatel vybral jednu metodu,
tou spocital vahy a s témito vahami pocital dale.

1.8.3 Metody vicekriterialniho LP

Vicekriteridlni optimalizace spociva v tom, Ze chceme dil¢i feSeni nakombinovat tak, abychom
ziskali kompromisni feseni, které bude alespon ¢asteéné vyhovovat véem pozadavkim. V tomto
textu uvedeme pét zakladnich metod, a to:

e Konvexni kombinace dil¢ich optimalnich feSeni

e Zameéna ucelové funkce za omezujici podminky
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e (Cilové programovani
e Minimalizace maximalni vzdalenosti od idealniho reseni
e Metoda vazeného souctu

Nedominovanych kompromisnich reseni ziskanych témito metodami muize byt nekoneé¢né mnoho.

Metoda konvexni kombinace dilé¢ich optimalnich feSeni

Vektory x(),x(?) . x(") pfedstavuji optimalni feSeni pro danou soustavu omezujicich pod-
minek a pro ucelové funkce z1, 2o, ..., 2z.. Tyto vektory se nazyvaji parcidlni optimélni Feseni.
Vektor x pfedstavuje konvexni kombinaci parcidlnich optimalnich feseni. Vaha jednotlivych dil-
¢ich optimalnich feSeni se stanovuje podle dilezitosti prislusného kritéria. Potom plati, zZe slozky

T T

vektoru x = Z vpxF provy >0 a Z v = 1 téz vyhovuji soustavé omezujicich podminek, které

k=1 k=1
vyhovuji dil¢i optimélni feSeni. Vahy lze ziskat riiznym zptisobem.

Resenyj priklad 1.10. Najdéte kompromisni vesens prikladu 12 metodou konverni kombinace dil-
¢ich optimalnich Tesent, pokud vite, Ze duleZitost jednotlivych kritérii (zisk, spotieba KB2 a vy-
roba kdvy Super) je ddna pomérem bodu 5 : 2 : 3.

Regeni. Nejprve spoé¢itdme vahy jednotlivych kritérii (dil¢ich feseni). Celkem jsme pridélili
10 bod1, pfidélené body budeme délit timto poctem a z toho ziskame vy = 0,5; v2 = 0,2;v3 = 0,3.
Vektor kompromisniho feseni pak vypocteme z dil¢ich optimalnich feSeni a vah:

x = 0,5(6;4) + 0,2(4;0) + 0,3(8;0) = (6,2; 2).

Hodnotu tuéelovych funkci ziskdme bud dosazenim vektoru kompromisniho feSeni do téchto
funkci, nebo pomoci vah a hodnot téchto funkci. Napiiklad zisk spocitame:

0,5*176 + 0,2 % 80 + 0,3 * 160 = 152

Pro prehlednost uvedeme vysledky v nasledujici tabulce:

Ucelova funkce
z1 — Zisk | z9 — KB2 | z3 — Super | Konvex.kombinace
1 6 4 8 6,2
xI9 4 0 0 2
z1 — Zisk 176 80 160 152
z9 — KB2 6 2 4 4,6
z3 — Super 6 4 8 6,2

Pozndmka. Vsimnéte si tuéné vytisténych cisel v tabulce. V kazdém fadku jsou dvé tato ¢isla
a predstavuji vzdy nejvétsi moznou hodnotu a nejmensi moznou hodnotu pfislusného kritéria
pfi splnéni omezujicich podminek. Napiiklad zisk je nejvétsi mozny 176 tisic K¢ a nejmensi
80 tisic K¢é. Kompromisni feseni musi byt vzdy v tomto intervalu (v nasem ptipadé je 152 tisic K¢
pii struktufe vyroby 6,2 tun kavy Super a 2 tuny kavy Standard).

Metoda zamény uéelové funkce za omezujici podminky
Tato metoda hledani kompromisniho feSeni spociva v tom, Ze vybereme jedno kritérium

a z ostatnich vytvofime omezujici podminky. Uvazujme obecné tilohu se dvéma maximaliza¢nimi
ucelovymi funkcemi, které obecné zapiseme z; = clTx a z9g = ch. Parcialni optiméalni feSeni
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ozna¢ime x(M) a x(2). Parcialni feSeni je nejlepsi vizdy vzhledem k jednomu kritériu. Proto pokud
bychom vektor parcidlniho optimélniho feSeni dosadili do druhé ucelové funkce, hodnota této
funkce bude horsi, nez je jeji nejlepsi hodnota dosazena druhym parcidlnim reseni. Matematicky
toto zapiSeme clTx(l) > c{x@). Toto plati i naopak ch(2) > ch(l).

Pozndamka. cr{x(l) > clTx(Q) ététe clTx(l) je lepsi nez c{x@), protoze v pfipadé minimalizace
vétsi neni lepsi.

Nyni mame pro obé tcelové funkce dvé hodnoty. Jedna je optimalni a druha je dopocitana
dosazenim dil¢iho feSeni ziskaného s druhou tucelovou funkci. Tyto dvé hodnoty tvori interval
<c1Tx(2); c{x(1)> pro prvni uéelovou funkci a (C2Tx(1); csz(2)> pro druhou t¢elovou funkci. Pokud
chceme prevést nékterou z ucelovych funkci za omezujici podminku, vybereme z téchto intervala
hodnotu d, kterd je pro néas prijatelnd. Tuto hodnotu pak nastavime jako pravou stranu nové

vzniklé podminky vytvorenou z puvodni ucelové funkce.

Reseny priklad 1.11. Najdéte kompromisni teseni prikladu 12 metodou zdmény ucelové funkce

vvvvvv

Resend. Vyjdeme z parcidlnich feseni a stanovime si nejprve intervaly, ze kterych budeme vybirat
hodnotu d.

Ucelovéa funkce
z1 — Zisk | z9 — KB2 | 23 — Super | Interval
T 6 4 8
To 4 0 0
z1 — Zisk 176 80 160 (80;176)
2z — KB2 6 2 4 (2;6)
z3 — Super 6 4 8 (4; 8)

Zisk podle zadani ponechdme jako kritérium optimality a zbylé dvé ucelové funkce prevedeme

na podminky. Interval pro spotFebu kédvovych bobti 2 je (2;6), je to kritérium minimalizaéni, bu-

deme volit horni hranici spotfeby KB 2 (jak velkou spotiebu jsme maximalné ochotni tolerovat).

Naopak kritérium vyroby kédvy Super je maximalizac¢ni, volime dolni hranici (kolik minimélné

pozadujeme), opét z intervalu pro toto kritérium (4;8). Model tlohy pak bude napfiklad nésle-
dujici:

z = 201‘1 + 14.7;2

0,5z1 + 0,25z

0,521 + 0,75z2

Tl + 22

0,521 + 0,75z2

z1

max

= O

IV IV IA IV IA A ]
w
K3

€1, T2

Vsimnéte si, ze omezujici podminka, kterd vyjadiuje spotiebu KB 2, je v modelu dvakrat,
puvodni 0,521 + 0,75x2 < 6 je mirnéjsi, proto by ji bylo mozné vynechat. Po vyfeseni tohoto
modelu ziskdme x = (7;0) a z = 140. Hodnoty zbyvajicich dvou kritérii opét dopocitame.
Vysledky pro piehlednost shrneme v nasledujici tabulce.

Ucelova funkce
z1 — Zisk | z9 — KB2 | z3 — Super | Interval
T 6 4 8 7
T 4 0 0 0
z1 — Zisk 176 80 160 (80;176) | 140
79 — KB2 6 2 4 (2;6) 3,5
z3 — Super 6 4 8 (4;8) 7
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Cilové programovani

Cilové programovani hleda takové feSeni soustavy omezujicich podminek, které poskytuje
nejblizsi hodnoty ucelovych funkci k jejich idedlnim hodnotdm. Pro kazdou tucelovou funkci
je znama (rozhodovatelem zvolend) jeji pozadovana troven hy, kde k = 1,2,...,r. Odchylky
skutecnych hodnot od jejich zvolenych hodnot vyjadiujeme pomoci tzv. odchylkovych promén-
nych d; (odchylka od pozadovanych hodnot zhora) a d,; (odchylka od pozadovanych hodnot
zdola). Jako pozadovanou troven je také mozné zvolit pro kazdé kritérium jeho idealni hodnotu.
Potom staéi pridat do kazdé nové podminky pouze jednu odchylkovou proménnou, a to bud
odchylku zdola nebo odchylku zdola — podle typu puvodni kriteridlni funkce. U maximaliza¢ni
ucelové funkce staCi pridat proménnou vyjadiujici odchylku zdola a u minimaliza¢nich tloh
proménnou vyjadiujici odchylku zhora. Nutnost dosaZeni idealnich (ndmi zvolenych) hodnot je
vyjadfena témito omezujicimi podminkami, které se pfidaji k ptivodnim omezujicim podmin-

kam: c;‘gx — d; +d,, =hgprok=1,2,...,r. Ucelova funkce minimalizuje odchylky a mé tvar:
T
z=> (df +d;)— min
k=1

Resenyj priklad 1.12. Najdéte kompromisni vesent prikladu 12 metodou cilového programovdnt,
pokud bychom chiéli, aby dosahovany zisk byl pokud mozno 170 tisic K¢, spotreba kdvovich
bobi 2 byla 2,5 tuny a mnoZstvi vyrobené kdvy Super bylo 7 tun.

Resend. Na zakladé uvedenych pozadavkit sestavime model tlohy:

z=df +d] +dy +dy +di +d; — min
0,571 + 0,252 <
0,51 + 0,752 < 6
r1+x2 2>
20z1 + 4oy —df +d] = 170
0,571 4+ 0,7522 —dy +d; = 2,5
vy —df +dy = 7

I1,X2 > 0

Vyfesenim tohoto modelu ziskdme tyto vysledky: x = (6,75;2,5), z = 3, d2+ = 2,75 a d; = 0,25.
V tomto modelu predstavuje Gcelova funkce pouze odchylky od poZzadovanych hodnot. Napiiklad
v modelu bylo pozadované mnozstvi kavy Super 7 tun, skutecna hodnota proménné x; je 6,75.
Do pozadované hodnoty chybi 0,25 tuny (d; = 0,25). Zisk, spotfebu KB 2 a mnozstvi kavy
Super musime dopocitat pomoci vektoru x a ptivodnich Gcéelovych funkci. Pro tplnost vysledky
shrneme do tabulky.

Uéelova, funkce
z1 — Zisk | zo — KB2 | z3 — Super | Cilové programovani
1 6 4 8 6,75
2 4 0 0 2,5
z1 — Zisk 176 80 160 170
zo — KB2 6 2 4 5,25
z3 — Super 6 4 8 6,75

Pozadované hodnoty volime opét podle vysledkid kriteridlnich hodnot pfi riznych dil¢ich
feSenich. Je mozné volit pozadovanou hodnotu nejlep$i moznou hodnotu (napfiklad zisk 176,
ale pak je proménna df nulovd a nemd smysl ji do modelu zafazovat). Nulova bude vzdy jedna
z dvojice odchylkovych proménnych, které jsou pfifazeny k jedné puvodni tcelové funkci. Neni
mozné, aby pozadovand hodnota byla pfekrocena a nedosazena zaroven. Aby byly obé odchylkové
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promeénné nulové je mozné v pripadeé, Ze pozadovana hodnota se shoduje se skute¢nou hodnotou.
Minimalizace maximalni vzdalenosti od idealniho FeSeni

Pro spravné pouziti této metody je nutné, aby tucelové funkce byly stejného typu.
Priklad 15. V teseném piikladu 12 jsou tFi ucelové funkce (dvé mazimalizaéni a jedna minima-
lizacni).
z0 = 0,521 4+ 0,759 — min.

Aby byly funkce stejného typu, minimalizacni lze prevést na maximalizacni rizngmi zpusoby,
napriklad

e zménou znamenek
2o = 0,521 4+ 0,759 — min.

zZ2 = —0,51’1 - 0,751‘2 — Inax.
e odectenim puvodni minimalizacni ucelové funkce od hodnoty, kterd by vysla pri mazima-

lizaci stejné ucelové funkce. Dejme tomu, Ze ulohu 12 vyresime pouze s druhou ucelovou
funkci, ale jeji typ bude mazimalizacni (maximalizujeme spotiebu KB2).

2y = 0,521 + 0,752 — max.
0,521 + 0,252, < 4
0,521 +0,7529 < 6
r1+x2 > 4
r1,r9 > 0

Resenim tohoto modelu je:
2?) = (6;4), 2, = 6.

Nyni prevedeme puvodni ucelovou funkci minimalizujici spotrebu KB2 na mazimalizacni:
z9 =6 —0,521 —0,7529 — max.

Tato funkce vyjadiuje rozdil mezi mazimdlné moznou a skutecnou spotrebou KB2. Cim
bude tento rozdil vétsi, tim bude mensi spotreba KB2 (vyjadiuje stejny poZadavek, jako
pavodni druhd ucelovd funkce).

z; =6-—0,521 — 0,752 — max.
0,521 + 0,252, < 4
0,521 + 0,752 < 6
r1+r2 > 4
r1,r9 > 0

Resenim tohoto modelu je:
22 = (4;0), 2, = 4.

Zisk, spotreba KB2 a mnoZstvi vyrobené kavy Super je stejné, jako pri druhém dilcim
resent.

Pokud jsou uc¢elové funkce stejného (maximaliza¢niho) typu, pfistoupime k sestaveni modelu,
pomoci kterého ziskame kompromisni feseni. Idedlnim fesenim je z hlediska funkce z; optiméalni
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feseni x(*). Kompromisni FeSen{ je takovy vektor x, pro ktery jsou odchylky skute¢ného Feseni
czx od idedlnich hodnot zZ:czxk miniméalni. Odchylky lze vyjadfit vztahem

* T
Zi—cLX
”7*’”,1{: 1,2,...,r
“
Model je nutno rozsifit o dalsi proménnou x4 1, kterd predstavuje horni hranici pro vysSe uvedené
relativni odchylky. Plati pro ni:
|2k — i x|

*

k

Tptl =

Ucelové funkce je u tohoto modelu
Z = Tp4+1 — min.

Pokud bychom chtéli acelové funkce odlisit vahami podle jejich dilezitosti, podminka by méla

tvar T
k|2 — € x|
Ty > — 2k

*
2k

Reseny priklad 1.13. Najdéte kompromisni vesens prikladu 12 metodou minimalizace maximdini
vzddlenosti od idedlniho Tesent, pricemz vsechna kritéria optimality jsou stejné duleZitd.

Reseni. Na zakladé uvedenych pozadavkl sestavime model tilohy:

z =3 — min.
0,571 +0,25z2 <
0,5.1?1 + 0,75562 < 6
r1+xy > 4
176 — (20x; + 14z2) <
176 -
4—(6— 0,5;1 —0,75x2) < 2
8—n < z3
3 S

z1,z2 > 0

Vyfesenim tohoto modelu ziskdme tyto vysledky: x = (6,29;0), z = 0,29. V tomto modelu pfed-
stavuje ucelova funkce pouze horni hranici podilu odchylky na idedlnim feSeni. Zisk, spotiebu
KB 2 a mnozstvi kdvy Super musime dopocitat pomoci vektoru x a puvodnich acelovych funkci.
Pro aplnost vysledky shrneme do tabulky.

Ucelovéa funkce
21 — Zisk | z9 — KB2 | 23 — Super | Minimalizace max. vzdalenosti
1 6 4 8 6,29
T 4 0 0 0
z1 — Zisk 176 80 160 125,8
29 — KB2 6 2 4 3,14
z3 — Super 6 4 8 6,29

Pozndmka. Metodu minimalizace maximéalni vzdéalenosti od idealniho feSeni lze modifikovat.
Tuto modifikaci mtizeme nazvat metoda vazeného souctu. Tato metoda je zalozena na prin-
cipu maximalizace souc¢tu podil skuteénych feseni na resenich idedlnich, popfipadé minimalizace
souctu podilti odchylky skuteéného reseni od idedlniho na fesenim idedlnim. I v tomto pfipadé
je nutné, aby tcelové funkce byly stejného typu.
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Priklad 16. Model ulohy 12 pri hleddni kompromisniho Teseni bude v pripadé mazimalizace
souctu podilu skutecnych reseni na resenich idedlnich ndsledujici:

20x1 + 14z 6 — 0,521 — 0,75x9 xr1
zZ = + —

— Inax.
176 4 8
0,521 + 0,25z < 4
0,521 + 0,752, < 6
r1+x2 2> 4
T1,T2 > 07

v pripadé minimalizace souctu podilu odchylky skutecného Teseni od idedlniho na Tesenim idedl-
nim ndsledugjici:

176 — (2021 + 14a2) + 4—(6—0,521 —0,75x2) n 8 —x1

z= —  min.
176 4 8
0,521 + 0,25z < 4
0,5$1 + 0,751’2 S 6
r1+1T2 > 4
xr1,T2 2 07
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Cviceni

Cvicent 1.19. Podnik vyrdbi vyrobky Vi, Vo, V3 a Vy ze suroviny Si, kterd je k dispozici
v mnozstvi 10,05 t a ze suroviny So, které by mél spotiebovat alespon 8,04 t. Vyrobek V;
slouzi téz jako polotovar pro vyrobu vyrobku Vs a V3. Spotfeba surovin (v kg) a polotovaru V;
(v ks) na jeden kus jednotlivych vyrobku je patrna z nasledujici tabulky, kterd obsahuje téz ceny
prodanych vyrobku (v Ké/ks).

Vi Va V3 Vi
S1 2 15 26 12
So 3 8 18 40
i 0 1 2 0

Cena | 200 | 1500 | 3100 | 1250

Stanovte takovou strukturu vyroby, pfi které by bylo prodejem vyrobku dosahovidno maximéal-
nich trzeb (z1) a zaroven maximalniho po¢tu vyrobku V; (z2) a minimélni spotfeby suroviny Sp
(z3). Pouzijte vSechny vam zndmé metody.

Cvicent 1.20. Centréalni kotelna nakupuje uhli od ¢tyfech uhelnych spole¢nosti, kterym bude

vytapét mistni skolu. Jednotlivé druhy uhli maji néasledujici vyhrevnost, obsah popela, obsah
siry a cenu.

MUS | OKD | SCD | Sokolov
vyhtevnost(MJ/kg) | 19,9 | 30,5 | 17,6 14,5

obsah popela (%) 10 6,5 9,8 15
obsah siry (%) 1,3 0,6 | 0,77 0,5
cena (K¢/q) 269 | 495 | 315 219

Cilem kotelny je topit smési uhli, kterda bude co nejlevnéjsi, bude mit nejnizsi obsah siry a bude
mit co nejvétsi vyhievnost. Regulativa udavaji, ze spalované uhli mize mit obsah siry v priméru
maximéalné 1%, musi zajistit vyhfevnost alespon 1200 GJ, pficemz primérnd vyhfevnost méa byt
maximélné 25 GJ, a obsah popela v priméru maximalné 8%. Z kapacitnich diivodii nesmi kotelna
poridit vice nez 50 tun uhli. Kolik uhli ma byt od jednotlivych spole¢nosti objednano? Sestavte
model tlohy a ziskejte vSechna dil¢i feSeni. Potom aplikujte vam znamé metody pro ziskani
kompromisnich FeSeni.

Vysledky

Vysledky 1.19

Model tlohy: x; — pocet vyrobenych Vi (ks),
x9 — pocet vyrobenych V5 (ks),

x3 — pocet vyrobenych V3 (ks),

x4 — pocet vyrobenych V; (ks),

z1 = 200z1 + 1300xo + 270023 + 125024 — max
Zpg =21 — max
z3 = 2x1 + 1529 + 2623 + 1224 — min
2x1 + 15x9 4+ 2623 + 1224 < 10050
3x1 + 8xo + 18x3 + 40x4 > 8040
—x14+x0+223 < 0
x; > 0,0=1,2,3,4
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Aby bylo moZné fesit model simplexovou metodou, nebrali jsme v itvahu podminku celociselnosti.
Kompromisni feseni uvedend v tabulce byla ziskédna za téchto podminek:

e vahy pro konvexni kombinaci byly zvoleny 0, 6; 0, 2; 0, 2;

e u metody zamény ucelové funkce za omezujici podminky byly jako kritérium optimality
ponechany trzby, u vyroby Vi byl pozadavek alespon 3000 kust a u spotfeby S; maximalné
8000 kg;

e u metody cilového programovani byly pozadovany trzby pokud mozno 1000000 K¢, pocet
vyrobkd V7 3000 kusid a spotfeba suroviny S; 6000 kg.

Diléi reseni Kompromisni feseni

21 29 23 Konv.komb. | Zaména | Cilové pr. | Min. max. vzd.
\%1 0 5025 0 1005 3000 3000 2791,67
Vs 0 0 0 0 0 0 0
Vs 0 0 0 0 0 0 0
Vy 837,5 0 201 542,7 166,67 320 18,61
z1 | 1046875 | 1005000 | 251250 879375 808333,31 | 1000000 581597,22
29 0 5025 0 1005 3000 3000 3000
z3 10050 10050 2412 85224 8000 9840 5806,67

Pozndmka. Pii stanoveni jinych vah, jinych pozadovanych hodnot atd. ziskate jiné kompromisni

Teseni.

Vysledky 1.20
Model ulohy:

x1 — mnozstvi uhli objednané od MUS (t),
x9 — mnozstvi uhli objednané od OKD (t),
w3 — mnozstvi uhli objednané od SCD (t),
x4 — mnozstvi uhli objednané od Sokolov (t),

z1 = 2690z + 4950z + 315023 + 219024 — min
z0=1,3x1 4+ 0,6z9 +0,772x3+ 0,524 — min
z3 = 19,921 + 30,529 + 17,623 + 14,524 — max
0,3x1 — 0,429 — 0,2323 — 0,524 < O
19,9x1 + 30,529 + 17,623 + 14,524 > 1200
—5,1x1 + 5,529 — 7,403 — 10,524 < O
201 — 1,020+ 1,8x3+7x4 < O
r1+z2+23+24 <50
z > 0,0=1,234
Diléi feSeni (Gcelova funkce)
z1 —cena | 2o —sira | z3 — vyhrevnost
x1 5,66 0 0
Zo 26,53 27,78 28,94
xs3 15,81 19,21 20
x4 0 1,01 1,06
z1 — cena 196339,83 | 200228,39 208571,24
zo — sira 35,45 31,96 33,23
z3 — vyhfevnost 1200 1200 1250
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1.9 Distribuc¢ni tlohy — specialni ilohy LP

1.9.1 Formulace distribuéni (dopravni) alohy

Je ddno m dodavatelt se zndmym poc¢tem jednotek uréitého produktu a;, (i = 1,2,...,m)
a n spotfebiteld, ktefi pozaduji tento produkt v mnozstvi b; jednotek (j = 1,2,...,n). Pfitom
thrn kapacit dodavatelti se rovna thrnu pozadavkt spottfebitelt, tedy plati:

m n
E a; = E bj
=1 7=1

Dale je dano mn ¢isel ¢;j, @ = 1,2,...,m a j = 1,2,...,n, kterd predstavuji vzdalenosti od
i-tého dodavatele k j-tému odbérateli nebo naklady na prepravu jedné jednotky produktu od
i-tého dodavatele k j-tému odbérateli, apod. Cisla a; a b; nazyvadme okrajové podminky a ¢isla
cij jsou sazby. Ukolem je urcit takovy plan piepravy, aby:

1. kapacita kazdého dodavatele byla vycerpana,
2. pozadavek kazdého odbératele byl uspokojen,
3. celkovy rozsah prepravy (tkm) nebo celkové ndklady na pfepravu byly minimalni.

Zadani dopravni (distribuéni) tlohy lze provést v prehledné tabulce 1.15. Neznamé velic¢iny

Tabulka 1.15: Obecné zadani distribuc¢ni tlohy

01 0> . O,
C11 C12 Cin
D, T11 T2 | ... | T ay
C21 C22 Can
Do Ta21 T2 | ... | To2p a
Cm1 Cm2 Cmn
Dy, Tmil Tm2 s Tmn Qm,
by bo by,
zij(i = 1,2,...,m;j = 1,2,...,n) predstavuji pfepravovana mnozstvi od i-tého dodavatele

k j-tému spotiebiteli. Pokud je z;; > 0, pak fikdme, Ze policko (i, j) je obsazené.

Jak jiz bylo uvedeno, distribu¢ni tlohy jsou specidlni pfipad dloh linedrniho programovani
a lze je popsat modelem tvofenym omezujicimi podminkami a tcelovou funkci (viz kapitola
Linearni programovani). Model distribu¢nich tloh je tvofen:

e Omezujicimi podminkami pro vSechny dodavatele a jejich kapacity

11 +x12+...+2x1, = a1

To1 + Tog + ...+ Xap as

Tl +Tm2 + ..o +Tmn = Qm
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neboli

n
E Tij = ai;i:1,2,...,m,
j=1

omezujicimi podminkami pro vSechny odbératele a jejich pozadavky

rintzrat...+Tm = b
by

Ti2 + 222 + ...+ T2

Tin +Ton + ...+ Ty = by

neboli
m
Zl’ij = bj;j:1,2,...,n,
=1

e podminkami nezapornosti
ri; =2 0;0=1,2,....m;3=12,...,n,

e TUcelovou funkei
m n

z:g g CijTij — min.

i=1 j=1

V tloze je uvazovano m dodavateld a n odbératelt. Model obsahuje mn nezndmych a m +n
rovnic, z nichz pouze m 4+ n — 1 jich je linedrné nezavislych. V zakladnim pf¥ipustném feSeni je
tedy maximélné m + n — 1 obsazenych poli¢ek. Pokud je obsazeno pravé m + n — 1 feSeni je
nedegenerované, pokud je jich obsazeno méné, feSeni je degenerované. Matice koeficientti téchto
m + n — 1 zadkladnich nezndmych musi byt regularni. Z tohoto pozadavku vyplyva pravidlo
pro vybér obsazenych policek: jejich spojenim svislymi a vodorovnymi ¢arami nesmi vzniknout
uzavieny obvod.

Priklad 17. Zakladni TesSent, nedegenerované

+ +
+ |+

+

Resend je zdkladni, nebot nelze pomoci svislych a vodorovnich car uzaviit obvod a je obsazeno
)
presné m +n — 1, proto jde o reseni nedegenerované.

Priklad 18. Nezdkladnt Teseni

+ +
+ +

Resent je nezdkladni, nebot lze pomoct svislijch a vodorovnijch car uzaviit obvod.

Priklad 19. Zakladni Tesent, degenerované
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Resend je zdkladni, nebot nelze pomoci svisljch a vodorovnijch car uzaviit obvod a je obsazeno
mené neZz m+n — 1, proto jde o Teseni degenerovane.

Priklad 20. Nezakladni tesent

+| + ]+
+ +

Resent je nezdkladni, nebot lze pomoct svislijch a vodorovnijch car uzaviit obvod.

1.9.2 Vyvazenost dopravniho problému

Podminka FeSitelnosti dopravniho problému je vyvazenost souhrnu kapacit dodavatelt a poza-
davkt odbératelt,

m n
E a; = E bj.
i=1 j=1

Pred fesenim distribu¢ni dlohy vzdy zkontrolujeme vyvazenost, zda se rovnéa soucet kapacit
souctu pozadavkd.
Nevyvazené dopravni tulohy - soucet pozadavkil a kapacit se ligi, tzn.

Z a; 7'5 Z bj.
i=1 j=1

Mohou nastat dva pripady:

e Kapacity dodavatelti jsou mensi nez pozadavky odbératelt],

m n
Z a; < Z bj.
i=1 j=1

Zadavaci tabulku pak rosifime o fadek, do kterého zavedeme fiktivniho dodavatele, ktery
”dod4 to, co se nedostava”. Ve skutecnosti dale bude u nékterych odbérateli jejich poza-
davek neuspokojen (dodava jim fiktivni dodavatel).

Fiktivni dodavatel (>
j=1

Do radku fiktivniho dodavatele se zavadi nulové sazby, to znamend, Ze obsazenim téchto
poli¢ek nijak nezménime vysledny rozsah pfepravy (tkm nebo néklady). Pokud mame pre-
ferovaného odbératele (nesmi se stat, ze jeho pozadavek nebude uspokojen), musime mu
dodat od skutecnych dodavatelti. Fiktivnimu dodavateli ddme v pfislusném poli prohibi-
tivni sazbu, coz bude zna¢né vysoké kladné ¢islo (jedna se o minimaliza¢ni lohu) a tim je
zajisténo uspokojeni odbératele od skutecnych dodavateli.

e Kapacity dodavatelt jsou vyssi nez pozadavky odbérateli,

m n
Z a; > Z bj.
i=1 j=1

Pro tento piipad zavedeme fiktivniho odbératele, tzn. tabulku rozsifime o jeden sloupec.
Tento fiktivni odbératel ”odebere” prebyvajici mnoZstvi, ve skutecnosti toto mnozZstvi
zbude, neodebere ho nikdo. Ani zde se rozsah pfepravy ani naklady nezméni.



76 KAPITOLA 1. LINEARNI PROGRAMOVANI

FO
0
0
0
0
(22 ai— 22 bj)
=1 j=1

Pokud mame preferovaného dodavatele, opét zavedeme prohibitivni sazby. Tyto prohibitivni
sazby zajisti, Ze tento dodavatel nebude dodavat fiktivnimu odbérateli (¢ast produkce by mu
zbyla).

1.9.3 Metody pro feseni dopravniho problému

Prestoze dopravni problém, jakozto tlohu linedrniho programovani, lze fesSit univerzalni sim-
plexovou metodou, zvlastnosti jeho matematického modelu vedly k vypracovani specidlnich,
vyhodnéjsich metod pro jeho Feseni. VSechny tyto metody maji spole¢ny postup (podobny, jaky
jste poznali u simplexové metody), ktery spoé¢iva v provedeni nésledujicich krok:

e ziskani vychoziho zékladniho pripustného feseni,
e test optima,

e prechod k jinému zakladnimu feseni s lep$i hodnotou tucelové funkce, pokud testované
feSeni nebylo optimalni.

Vsechny metody budou ilustrovany na nasledujicim ptikladu.
Priklad 21. Stanovte optimalni pldn rozvozu stavebniho materidlu ze t71 podniki na ctyri stavby.

Kapacity dodavateli (t), poZadavky odbérateli (t) a vzddlenosti mezi jednotlivymi dodavateli
a odbérateli (km) jsou v ndsledujici tabulce. Kritériem optimality je minimdlni pocet tkm.

01 0o O3 Oy
6 10 4 2
D, 100
8 14 10 6
Dy 140
4 18 12 8
Ds 180
60 80 80 200




1.9. DISTRIBUCNI ULOHY — SPECIALNI ULOHY LP 77

1.9.4 Metody pro ziskani zakladniho, vychoziho, pripustného reSeni

e Metoda severozapadniho rohu
Vzdy poskytne zékladni FeSeni, nebot policka jsou obsazovana ”schodovité”. Jejim hlavnim
nedostatkem je, ze neptihlizi ke vzdélenostem mezi dodavateli a odbérateli.

Reseny priklad 1.14. Pro priklad 21 ziskejte zdkladni, vijchozi, pripustné veseni metodou
severozdpadniho rohu.

Reseni. S obsazovanim poli¢ek za¢indme v levém hornim rohu. Hodnota této neznidmé
x11 = min(100,60) = 60 (mensi z okrajovych podminek). Tim je uspokojen pozadavek
prvniho odbératele, proto tento sloupec proskrtneme. Déle urc¢ujeme hodnotu proménné
212 = min(100 — 60, 80) = 40. Obsazenim tohoto poli¢ka je vycerpana kapacita prvniho
dodavatele, zbytek prvniho radku proskrtneme. Stejnym zptisobem pokracujeme od le-
vého horniho rohu k pravému dolnimu rohu (od kazdého obsazeného pole bud dolit nebo
napravo) do vycerpani vSech kapacit a uspokojeni vSech pozadavki.

01 0o O3 Oy
6 10 4 2
D, 60 40 - - 100
8 14 10 6
D> - 40 80 20 140
4 18 12 8
Ds - - - 180 | 180
60 80 80 200

Z prvniho podniku (D;) bude na prvni stavbu O; doddno 60 tun materidlu a na druhou
stavbu 40 tun materidlu. Z Dy do O2 40 tun, do O3 80 tun a do O4 20 tun materidlu. Z D3
do O4 180 tun materidlu. Hodnota tuéelové funkce (celkovy rozsah piepravy — pocet tkm)
vypocteme takto:

z2=60%x6-+40%10+40*14 + 8010+ 20 % 6 + 180 * 8 = 3680tkm

e Metody indexové
Jsou to aproximativni metody, které davaji feseni blizké optimu, nékdy téz optimalni.

— Vzestupna
Sazby (zde vzdalenosti mezi dodavateli a odbérateli) sefadime od nejmensich k nej-
vétsim a v tomto poradi obsazujeme prislusna policka vzdy maximalné moznou hod-
notou (do vysSe nékteré omezujici podminky — kapacity dodavatele nebo pozadavku
odbératele).

Pokud jsou ve vice polickdch stejné sazby, prednost ddme policku, které mtizeme
obsadit vétsi hodnotou.

Resenyj priklad 1.15. Pro priklad 21 ziskejte zdkladnd, vijchozi, pripustné vesens inde-
rovou metodou vzestupnou.

Reseni. S obsazovanim poli¢ek zac¢indme v policku s nejnizsi sazbou (policko (1,4) —
sazba 2). Hodnota této neznamé x14 = min(100,200) = 100 (mensi z okrajovych pod-
minek). Tim je vyéerpdna kapacita prvniho dodavatele, proto ostatni policka v prvnim
fadku proskrtneme. Dalsi nejnizsi sazba 4 je v policku (3, 1), proto urcujeme hodnotu
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proménné x3; = min(180 — 100, 60) = 60. Obsazenim tohoto policka je uspokojen po-
zadavek prvniho odbératele, zbytek prvniho sloupce proskrtneme. Stejnym zptsobem
pokracujeme, vybirame vzdy nejnizsi moznou sazbu a policka obsazujeme v pofadi
(2,4),(2,3),(3,3),(3,2) do vycerpani vSech kapacit a uspokojeni vSech pozadavki.

01 0o O3 O4
6 10 4 2
Dy - - - 100 | 100
8 14 10 6
D, - - 40 100 | 140
4 18 12 8
D3 60 80 40 - 180
60 80 80 200

Z prvniho podniku (D;) bude na ¢tvrtou stavbu O4 dodano 100 tun materidlu. Z Dj
do O3 40 tun, do O4 100 tun materidlu. Z D3 do O1 60 tun, do Oy 80 tun a do
Os 40 tun materiadlu. Hodnota ucelové funkce (celkovy rozsah pfepravy — pocet tkm)
vypocteme takto:

z=100%2 +40%x104+ 1006 +60 x4 4+ 80 * 18 + 40 * 12 = 3360tkm

Sestupna
Sazba seradime od nejvétsich k nejmensim a policka postupné proskrtavame, dokud
proskrtavani nebude vadit splnéni okrajovych podminek.

Resenyj priklad 1.16. Pro priklad 21 ziskejte zdkladni, vijchozi, pripustné vesens inde-
zovou metodou sestupnou.

Reseni. Nejvyssi sazba je 18, policko s touto sazbou progkrtneme. Dalsi nejnizsi sazba
je 14, i toto policko jesté mizeme proskrtnout. Ve druhém sloupci zbyva posledni po-
licko — okrajovéd podminka pro toto poli¢ko (pro druhého odbératele) je 80 tun a
v prvnim Fadku je okrajova podminka pro prvniho dodavatele 100 tun (zde je prazd-
nych policek vice, proto je pro nas limitujici, jestli 1ze do posledniho mozného policka
ve druhém sloupci umistit celé pozadované mnozstvi — 80 tun). Toto je mozné, hod-
nota této neznamé x;2 = min(100,80) = 80 (mensi z okrajovych podminek). Tim
je splnén pozadavek druhého odbératele, ostatni policka ve druhém sloupci jsou jiz
poskrtnuta. Dalsi nejvyssi sazba je 12, i poli¢ko s touto sazbou mizeme bez problému
vyskrtnout. Dalsi nejvyssi sazba je 10 v poli¢ku (2, 3). Kdybychom toto policko pro-
skrtli, zbylo by ve tfetim sloupci pouze jedno pole, do kterého bychom (vzhledem
k pozadavkim tfetiho odbératele) méli umistit mnozstvi 80 tun. Toto ale neni mozné
vzhledem ke kapacité prvniho dodavatele, kterd je nyni jiz jen 20 tun (80 tun z jeji
ptvodni kapacity jiz odebral druhy odbératel). Proto alesponi zbylych 20 tun pro tie-
tiho odbératele doda prvni dodavatel (vzdalenost mezi nimi je jen 4 km) a zbytek
musi dodat druhy dodavatel (i pfes vétsi vzdalenost — 10 km). Stejnym zptisobem
pokracujeme, vybirame vzdy nejvyssi sazbu a policka proskrtavame, ale musime stale
hlidat kapacity a pozadavky. Polic¢ka jsou obsazovana déle v poradi (2,4), (3,4), (3,1)
do vycerpani vSech kapacit a uspokojeni vSech pozadavki.
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Oq O2 O3 Oy
6 10 4 2
Dy - 80 20 - 100
8 14 10 6
Doy - - 60 80 140
4 18 12 8
D3 60 - - 120 | 180
60 80 80 200

Z prvniho podniku (D7) bude na druhou stavbu Oz dodano 80 tun a na tfeti stavbu
20 tun materidlu. Z Ds do O3z 60 tun, do O4 80 tun materidlu. Z D3 do O7 60 tun
a do O4 120 tun materidlu. Hodnota ti¢elové funkce (celkovy rozsah prepravy — pocet
tkm) vypocteme takto:

z2=80%10+20%4 4+ 60* 10+ 806+ 60 x4+ 120 * 8 = 3160tkm

e Vogelova aproximacni metoda
Zde se neberou v tivahu absolutni velikosti sazeb. Pfednostné se obsazuji pole s tou malou
sazbou, od které se nejblize vyssi sazba v odpovidajici fadé (tj. fadku nebo sloupci) co
nejvice lisi. To znamena obsazujeme prednostné ta pole s malou sazbou, ktera maji k druhé
nejblizsi sazbé nejdale. Postup je nasledujici:

— v kazdé fadé a v kazdém sloupci udélame rozdil mezi dvéma nejnizsimi kladnymi
sazbami (pokud jsou v fadku nebo sloupci dvé stejné nizké sazby, poc¢itame rozdil
mezi nimi),

— v fadé s nejvyssim rozdilem najdeme pole s nejnizsi kladnou sazbou a to prednostné
obsadime maximalné moznym mnozstvim. Pokud tento rozdil vyjde stejny pro vice
poli, hleddme sedlovy bod (pole s nejmensi sazbou z hlediska fadku i sloupce), pokud
nenalezneme sedlovy bod, obsazujeme polic¢ko s nejnizsi sazbou ve sloupci nebo radku,

— po uspokojeni fadkové (sloupcové) okrajové podminky zbyvajici policka proskrtneme,
prepocitame fadkové a sloupcové rozdily a postup opakujeme az do vyfeSeni tlohy.

Reseny priklad 1.17. Pro priklad 21 ziskejte zdkladni, vijchozi, pripustné veseni Vo-
gelovou aproximacni metodou.

Reseni. Rozdily mezi dvéma nejnizsimi kladnymi sazbami pro kazdy iadek a sloupec
si zapisujeme vedle tabulky a pod tabulku. Vybereme nejvétsi rozdil — tfeti sloupec,
rozdil 6 a v tomto sloupci vybirdme nejnizs$i sazbu — sazba 4 v policku (1, 3). Sem
umistime maximalni mozné mnozstvi z13 = min(100,80) = 80. Tim je uspokojen
pozadavek tfetiho odbératele, zbyld policka ve tretim sloupci vyskrtneme a pokracu-
jeme znovu pocitdnim rozdilid mezi dvéma nejnizsimi sazbami ve sloupcich a fadcich
(vysledky opét zapisujeme vedle tabulky a pod tabulku). Nyni ziskdme stejny rozdil
4 ve dvou sloupcich a dvou Fadcich. Sedlovy bod se pak nachazi v policku (1,4). Sem
umistime mozné maximum 20 tun (r;4 = min(100 — 80,80) = 20). Ostatni policka
v prvnim fadku proskrtneme — kapacita prvniho dodavatele je vyCerpana. Stejnym
zpusobem pokracujeme, vybirdme vzdy nejnizsi moznou sazbu a policka obsazujeme
v poradi (3,1),(3,4),(2,4), (2,2) do vycerpani vSech kapacit a uspokojeni vSech po-
zadavkd.
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0, O, Os Oy
6 10 4 2

Dy - - 80 20 100 | 24—~
8 14 10 6

Dy - 80 - 60 140 | 2228
4 18 12 8

D5 60 - - 120 | 180 | 44410
60 80 80 200
2727477 4747474 67777’7 4747272

Z prvniho podniku (D7) bude na tfeti stavbu O3 dodano 80 tun, na ¢tvrtou stavbu
04 dodéano 20 tun materidlu. Z Dy do O2 80 tun, do O4 60 tun materidlu. Z D3 do O
60 tun a do O4 120 tun materidlu. Hodnota téelové funkce (celkovy rozsah prepravy
— pocet tkm) vypocteme takto:

z2=80%x4+20%2+80*%14 +60%6+60*4 -+ 120 x 8 = 3040tkm

1.9.5 Metody pro optimalniho reseni

e MODI metoda (MOdifikovana DIstribuéni metoda)
Pouziti MODI metody vyzaduje znalost zakladniho pfipustného feseni. MODI metodou
provéfujeme, zda je vychozi feseni optimalni. Pokud neni feSeni optimélni, touto meto-
dou ho ziskdme. MODI metoda vychazi z duality (viz subkapitola 1.7). Vsechna omezeni
distribu¢ni ilohy jsou ve tvaru rovnic a jedné se o tlohy minimaliza¢ni, Zzddné z dudalnich
proménnych nemusi splinovat podminky nezapornosti a vSechna omezeni dualu jsou typu
<. Dudlni proménné, které se vztahuji k dodavateliim, oznac¢ujeme uy, us, . .., u;, a dudlni
promeénné, které se vztahuji k odbératelim oznacujeme vy, vs, ..., v,.
Zapis primarni a dualni distribuéni Glohy
Primdrni? model

m n
zZ = E E Ciji5 — min
i=1 j=1
n
Exz’j = ai;i:1,2,...,m
j=1
m
E{L‘Z'j = bj;j:1,2,...,n
i=1
{L‘Z'j Z 0

Dualni model

m n
z = E aiui—l—g ijj — max
i=1 j=1

u € Ryi=1,2,....m
v € Rjj=12,...,n
U Fvj <G

Pro kladnou hodnotu z;; je u; + v; = ¢;; (v soustavé je splnéno tolik omezeni ve tvaru
rovnic, kolik je obsazenych policek v feseni ptivodni tlohy). Z téchto rovnic lze urcit hod-
noty dudlnich proménnych. U nedegenerovaného feSeni dopravniho problému je obsazeno
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m +n — 1 poli¢ek, pocet dualnich proménnych je m + n miZeme jednu dudlni proménnou
libovolné zvolit (vice neznamych nez pocet rovnic).

Postup pri MODI metodé

1. Vychozi feseni je nedegenerované (je obsazeno m + n — 1 poli¢ek). Pro obsazend
pole musi platit vztah u; +v; = ¢;;. Vypocet se provadi pfimo v tabulce se fesenim
dopravniho problému. Vpravo od tabulky se ptida sloupecek s proménnymi u; a pod
tabulku se piida fadek s proménnymi v;. Jednu z téchto dudlnich proménnych zvolime
libovolné (vhodné je volit nulu). Ostatni duélni proménné dopocitame na zékladé vyse
uvedeného vztahu dualnich proménnych a sazby pro obsazena pole.

2. Ve vsech neobsazenych polickdch porovname soucet u; + v; s piislusnou sazbou c;;.
Pokud ve vSech neobsazenych polich plati u;+v; < ¢;;, provéfované feSeni je optimalni
(u minimaliza¢ni tlohy). Pokud v nékterém neobsazeném poli je tato podminka spl-
néna ve tvaru rovnice, existuje rovnocenné optimélni feseni (hodnota uéelové funkce
je v obou pfipadech stejnd). Pokud tato podminka neni pro nékteré pole splnéna, fe-
Seni neni optimalni a lze je zlepSit obsazenim tohoto pole. Jestlize nastane piipad, ze
tato nerovnost neni splnéna ve vice polickach, vybereme to, ve kterém je rozdil souctu
dudlnich proménnych a sazby nejvétsi. Pole obsazujeme maximélnim moznym mnoz-
stvim v Dantzigové uzavieném cyklu. Dantzigtiv cyklus zac¢ind v neobsazeném poli,
které nespliuje vyse zminénou podminku. Je tvofen vodorovnymi a svislymi ¢arami,
které se lamou v obsazenych polickach a konéi opét ve vychozim neobsazeném poli.
Ke kazdému neobsazenému policku v nedegenerovaném feseni existuje jeden uzavieny
Dantzigiiv cyklus. Tyto cykly mohou mit riizné tvary:

H

Obrazek 1.14: Priklad tvart Dantzigovych cykla

Po vyznaceni cyklu do policek, kde se ¢ara lame, vepiSeme znaménka. Zacneme v neobsa-
zeném poli¢ku znaménkem ”+4” a pokracujeme v dalSich rozich cyklu st¥idavé ”—" a 7+".
Potom vybirame z piepravovanych mnozstvi x;; v polickach oznacenych ”—"nejmensi a to
presouvame (v poli¢kach oznacenych ”+" pri¢itame a v poli¢kach oznacenych ”—" odeci-
tame). Na takto zlepSené fesSeni opét aplikujeme MODI metodu. Postup opakujeme tak
dlouho, dokud neni splnén test optima.

Postup pfi MODI metodé budeme ilustrovat na feseném piikladu 1.16. Ovérime optimalitu
feseni ziskaného indexni metodou sestupnou. Regeni tilohy touto metodou je v nésledujici
tabulce. Hodnota tcelové funkce je 3 160 tkm. Nejprve jsme zvolili proménnou u; nulovou.
Potom jsme dopocitali ostatni dualni proménné podle vztahu u; + v; = ¢;; (pro obsazena
pole). Pro kazdé neobsazené pole se pak porovnava soucet prislusnych dudlnich promén-
nych. Musi platit u; + v; < ¢;;. ReSeni neni optimdlni, nebof v poli (2,2) tento vztah
neplati. Proto z ného vytvofime Dantzigtiv cyklus (viz pferusovand ¢ara). Oznac¢ime rohy
cyklu znaménky (zacneme v poli (2,2) znaménkem ”+” | v poli (2,3) ”—", v poli (1,3)
"4+ avpoli (1,2) ”—"). V polickidch oznacenych ” —” vybereme mensi pfepravované mnoz-
stvi (min(60, 80) = 60), coz je maximalné mozné presouvané mnozstvi. Provedeme pfesun
a znovu ovérime, zda je Teseni optiméalni provedeme pfesun podle jiz zminénych pravidel.
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0, 0, 03 Oy Ui
- 6 10 4 |" 2

D, - " i80 200 Y — 100 0
- 8 |+2 14 0 6

D, I 60i-| 80 140 6
4 10 18 |0 12 8

Ds 60 - - 120 | 180 8
60 80 80 200
(v | 4 [ 10 [ 4 | 0 |

Obrézek 1.15: Ovéfeni optimality feseni pfikladu 1.16

m n
Hodnota tcelové funkce se vypocita bud z nového feseni podle vztahu z = > 3 c;jx4
i=1j=1
0, 0, O3 (on Ui
- 6 10 410 2
D, - 20 80 - 100 0
- 8 14 10 6
D, - 60 - 80 140 4
4 |- 18 |- 12 8
D3 60 - - 120 180 6
60 80 80 200
[ S I N P

nebo snizime hodnotu staré tcelové funkce o presouvané mnozstvi krat rozdil, o ktery
nebyla splnéna nerovnost. V nasem ptikladu z = 3160 - 2*¥60 = 3040. Nalezené feSeni je
optimalni. V policku (1,4) plati u; + v; = ¢;j, tedy existuje rovnocenné optimalni feseni
(viz Feseny piiklad 1.17 - feSseni VAM) se stejnou hodnotou ucelové funkce.

Vyuziti dualnich proménnych u; a v;

1. Vyuziti v MODI metodé pti zjistovani optimality FeSeni.

2. Ocenéni dodavatelt a odbérateld z hlediska zmén jejich kapacit a pozadavk.
Vzhledem k tomu, ze jednu z dudlnich proménnych volime, musime uvazovat vzdy dva
dodavatele nebo dva odbératele nebo jednoho dodavatele a jednoho odbératele. Na-
piiklad dodavatel D, ma kapacitu a,. Dodavatel D, ma kapacitu a,. Jestlize zvysime
kapacitu D, o jednotku a sniZime kapacitu D, o jednotku, tcelova funkce se zméni
o rozdil u; — uy. Z hlediska minimalizace tucelové funkce je nejvyhodnéjsi rozsiio-
vat kapacitu dodavatele, kterému pripada nejnizsi hodnota u. Naopak nejvyhodné;jsi
je snizovat kapacitu dodavatele, kterému pripadd nejvyssi hodnota u. Stejné pravi-
dlo plati i pro odbératele. Pfi zvysSeni (snizeni) kapacity z-tého dodavatele a y-tého
spotiebitele o jednotku se hodnota ucelové funkce zméni u, + vy(—uy — vy).

Priklad 22. Chceme-li sniZit hodnotu ucelové funkce (zjisténou metodou sestupnou a



1.9. DISTRIBUCNI ULOHY — SPECIALNI ULOHY LP 83

ndsledné MODI metodou) pomoci zmény kapacit dodavateli, provedeme to nasleduji-
ctm zpusobem: NejniZsi hodnota dudini proménné u je u pruniho dodavatele, proto je
vhodné jeho kapacitu zvysit. Nejuyssi hodnota dudlni proménné u je u tietitho dodava-
tele, proto je vyhodné jeho kapacitu snizit. Puvodni kapacita je a; = 100 a a3 = 180.
Po zmeéné bude kapacita ap = 101 a az = 179 a ucelovd funkce poklesne o 6 jedno-
tek (0 — 6 = —6). Stejné€ plati pro odbératele, nejnizsi hodnota dudlni proménné v
je u pruntho odbératele a nejvyssi hodnota dudini promenné v je u druhého odbéra-
tele. Puvodni poZadavek je by = 60 a by = 80. Po zmené budou poZadavky by = 61
a by = 79 a dcelovd funkce poklesne o 12 jednotek (—2 — 10 = —12). V prFipadé
zvySovani kapacity jednoho dodavatele a jednoho odbératele vybereme opét dodavatele
i odbératele s nejniz§imi hodnotami dudlnich proménnych (pruniho dodavatele s ka-
pacitou a1 = 100 jednotek a pruniho odbératele s poZadavkem by = 60 jednotek). Po
zméndch bude a; = 101 a by = 61 a hodnota ucelové funkce se snizi o dvé jednotky
(04 (-2) =-2).

3. Vypocet koeficienti zhorseni ucelové funkce.

7Z matematického hlediska optiméalni vysledek je casto nutné pfi feseni praktickych
uloh upravit (vyskyt dodateéného pozadavku na néjakou neuskuteénénou objed-
navku, neuspokojeni pozadavkt pii nevyvazeném dopravnim problému je nutné roz-
deélit mezi vice odbératelt, atd.). Pfi téchto apravach, pii hledani suboptiméalni vari-
anty, dochézi ke zvyseni hodnoty tucelové funkce. Aby toto zhorSeni optimélniho vy-
sledku bylo co nejmensi, je potfeba ziskat co nejvice informaci o nevyuzitych spojich.
Tyto informace ziskdme pomoci koeficientu zhorSeni a pomoci prito¢nosti jednotli-
vych tras. Koeficient zhorseni ukazuje, o kolik se zhorsi velikost t¢elové funkce pri
prepravé jedné jednotky po nevyuzité cesté (pro spoj i, j oznac¢ujeme r;;). Vhodné je
pfi dodateénych tupravach obsazovat spoje s nizkym koeficientem zhorseni. Koefici-
enty zhorSeni se pocitaji podle vztahu ||u; + v; — cij]|.

Priklad 23. Pro tesent ziskané VAM spocitame koeficienty zhorsend.

O1 O O3 Oy Usj
6 10 4 2
Dy - - 80 20 100 2
8 14 10 6
Do - 80 - 60 140 6
4 18 12 8
D3 60 - - 120 180 8
60 80 80 200
lw [ 4] 8 [ 2 | 0 |

Koeficienty zhorseni pro vsechna neobsazend pole obsahuje ndsledujici tabulka.

(6,4) | (1,1) | (1,2) | (2,1) | (2,3) | 3,2) | (3,3)
Tij 8 0 6 2 2 2

Z koeficienti zhorseni vyplyvd, Ze pokud bychom prepravili od prvniho dodavatele
k druhému odbérateli jednu jednotku, hodnota ucelové funkce by se nezhorsila. K nej-
vétsimu zhorseni hodnoty tucelové funkce by doslo pti prepraveé mezi prunim dodava-
telem a prunim odbératelem.
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Vyuziti Dantzigovych cyklu

1. Presuny pfi ziskavani optimalniho feseni MODI metodou.

2. Pri vypoctech priatocnosti jednotlivych neobsazenych spojt.
Pritocnost je maximalné mozné mnozstvi, které lze po nevyuzité cesté prepravit.
Oznacujeme ji p;; a je zadouci obsazovat spoje s vysokou prutoc¢nosti. Pti zjisfovani
pritocnosti je nutné najit pro kazdé neobsazené pole Dantzigiiv cyklus. Priito¢nost
je maximalni mnozstvi, které v cyklu lze pfesunout.

Priklad 24. V 7veSeni dopravni ilohy ziskané metodou VAM budeme zjistovat pritoc-
nosti pro vsechna neobsazend pole. V ndsledujici tabulce jsou zndzornény dva Dant-
zigovy cykly, a to pro policko (1,1) a (1,2). Prutocnosti vsech neobsazenych policek

Ol 02 03 04
6 10 4 2
Dy | YT B e S =17 100
o - 80 20
i 8 14 10 i6
Dy | L | 140
—! 80 - — 60} +!
i 4 18 12 58
Dy |- '+ 180
60 - - 120
60 80 80 200

Obrazek 1.16: Ovéfovani pritocnosti feseni piikladu 1.17

obsahuje ndsledujict tabulka.

(4,9) | (1,1) | (1,2) | 2,1) | (2,3) | 3,2) | (3,3)
py | 20 | 20 | 60 | 60 | 80 | 80

Z hlediska prutocnosti je nejuyhodnéjsi pri dodatecném vyuZivani dosud nevyuZitych
spoju (tras) vyuzivat trasy mezi tretim dodavatelem a druhgm nebo tretim odbérate-
lem.

Hledani perspektivnich spoju

Pro nalezeni perspektivnich spoji bereme v tivahu jak koeficienty zhorseni, tak prito¢nost.

Priklad 25. Pro vSechna neobsazend pole (pro teseni ziskané VAM), budeme zjistovat per-
spektivnost jednotlivijch tras. V nasledujici tabulce jsou vsechny udaje a na jejich zdkladé je
mozné turdit, Ze perspektivni jsou spoje (3,2) a (3,3). Oba maji nizké koeficienty zhorseni
a vysokou prutocnost.

(i,4) | (1,1) | (1,2) | (2,1) | (2,3) | 3,2) | (3,3)
Tij 8 0 6 2 2 2
Dij 20 20 60 60 80 80

1.9.6 Degenerace v dopravnim problému

Degenerace miize byt z praktického hlediska zadouci, nebot doprava je vice koncentrovana
po mensim poctu cest. MODI metoda vsak vyzaduje pfesné m + n — 1 obsazenych policek,
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tedy nedegenerované feseni. Pokud je feseni degenerované, musime degeneraci formalné
odstranit. Degeneraci odstranujeme pomoci proménné e, coz je zanedbatelné malé cislo
(mnozstvi), které se neprojevi v tcelové funkci. Je dodévano do FeSeni jen z vypocetnich
dtvodi. Toto zanedbatelné malé mnozstvi umistime do nékterého neobsazeného policka
tak, aby FeSeni bylo zakladni a nedegenerované (pocitdme s nim jako s kterymkoliv jinym
¢islem).

Vznik degenerovaného reseni:

1. degenerace ve vychozim feSeni - soucasné vycCerpame kapacitu dodavatele a uspo-
kojime pozadavek spotiebitele, proskrtneme zaroven radek i sloupec. Aby k tomuto
nedoslo, zvysSime jednu z okrajovych podminek o ¢, takZe muZeme proSkrtnout jen
sloupec nebo jen radek

Reseny priklad 1.18. Vyreste distribucni ilohu zadanou v ndsledujici tabulce metodou
indezovou vzestupnou.

25 25 30

Regend. Pole (1,3) s nejnizsi sazbou obsadime maximalnim monym mnoZstvim 30.
Tim bychom vycerpali kapacitu dodavatele i uspokojili pozadavek odbératele. Pokud
bychom proskrtli jak fadek, tak sloupec, doslo by k degeneraci (optimalitu feSeni
by nebylo mozné ovérit MODI metodou). Proto proskrtneme bud pouze fadek nebo
pouze sloupec (my jsme si vybrali sloupec). Okrajovou podminku u prvniho fadku
jsme zvysili o zanedbatelné malé mnozstvi . Potom jsme tlohu resili dale, tzn. vybrali
dalsi nejmensi sazbu a obsadili maximalné moznym mnozstvim atd. S € se pracuje
stejné jako s jinym Cislem, jediny rozdil je ten, Ze se neprojevi v ucelové funkci.

5 3 1
- € 30 30+¢
2 8 4
25 25 - 50
25 25 +¢ 30

2. Degenerace po presunech v Dantzigovych cyklech — v rozich cyklu se zdpornymi zna-
ménky jsou dvé stejné nizké hodnoty x;;. Po obsazeni jednoho prazdného policka se
dvé jina vynuluji. Opét do nadbyteéné vynulovanych policek dosadime €.

Priklad 26. Meéjme Dantziguv cykus, kde jsou dvé stejné nizké hodnoty, které mdame
presouvat. Abychom predesli vzniku degenerovaného esent, misto jedné nuly zapiseme
do policka € a s polickem pak zachdzime jako s obsazenym — viz obrdzek 1.17.

e Simplexova metoda
Jak jiz bylo uvedeno dfive, distribu¢ni tlohy lze fesSit rovnéz simplexovou metodou. Na
tomto misté se jiz simplexovou metodou nebudeme zabyvat, pojednano je o ni v kapitole 1.4

1.9.7 Maximaliza¢ni distribu¢ni problém

Doposud byly uvazovany pouze tlohy s minimaliza¢nim kritériem optimality (minimalni pocet
tkm nebo minimalni néklady). Existuji ale alohy, kdy je kritérium optimality maximalizaéni.
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Pro jejich feseni se pouzivaji metody jako pro minimaliza¢ni problém, s uréitymi tpravami.

. metoda severozdpadniho rohu — stejny postup

. metod indexni vzestupna — pole s nejvétsimi sazbami obsazujeme maximalné moznym
mnozstvim a pole s nejmensimi sazbami proskrtavame

. VAM — v kazdé radé pocitame rozdil dvou nejvétsich ¢isel, vybereme nejvétsi rozdil a ob-
sazujeme prednostné pole s nejvétsimi sazbami

. MODI metoda — zajimame se o pole, jejichz obsazeni by zvysilo hodnoty tcelové funkce.
Reseni je optimélni, pokud plati ve viech neobsazenych polich u; + vj > Cij.

Reseny priklad 1.19. Péstitel ovoce se rozhoduje, jak rozdélit broskve, meruriky a jahody pro
vyrobu kompoti a dZemi, aby zisk byl maximadlni. Jahody musi byt zpracovdany beze zbytku.
Disponibilni mnoZstvi ovoce (v kg), poZadované mnoZstvi kompoti a dZemi (v kg) a ceny za
jednotlivé druhy kompoti a dZemi (v K¢&) jsou v tabulce. Uloha neni vyvdZend, musi byt zaveden
fiktivni odbératel s prohibitivni sazbou wu jahod. Prohibitivni sazba u mazimalizacnich uloh je
nizké zaporn€ cislo.

Kompot | DZem
30 20

Broskve 350
20 10

Merunky 420
40 40

Jahody 50

500 300

Reseni. Nejprve je potieba ziskat vychozi piipustné feseni nékterou z metod k tomu uréenych
(zde bude pouzita VAM).
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Kompot | DZzem | Zbytek
30 20 0
Broskve 350 — - 350 | 10,10
20 10 0
Merunky 150 250 20 420 | 10,10
40 40 -M
Jahody — 50 — 50 0,—
500 300 20
10,10 20,10 0,0

Metodou VAM jsme ziskali vychozi pripustné feseni. Nyni jesté ovéfime optimalitu tohoto Feseni
metodou MODL.

Kompot | Dzem | Zbytek U;
30 20 0

Broskve 350 - - 350 10
20 10 0

Merunky 150 250 20 420 0

40 40 -M
Jahody - 50 - 50 30

500 300 20

[ w [ 2 [ 10 ] 0 ]

Reseni je optimalni, ale ne jediné, nebot pti ovéfovani MODI metodou v poli (1,2) plati
u; +v; = ¢;;. Hodnota ucelové funkce z = 18000 K¢ pii pouziti 350 kg broskvi na kompot,
150 kg merunék na kompot, 250 kg merunék na dzem a 50 kg jahod na dzem. Zbude 20 kg
merunék.

1.9.8 Prirazovaci problém

V pfifazovacim problému je tkolem pfitadit m zdroji (pracovnici, vyrobky) k m cilim (praco-
visté, vyrobni linky) tak, aby efekt tohoto pfifazeni byl optimélni (maximélni vykon, minimalni
potfeba ¢asu apod.).

Zdroje se prifazuji cilim tak, aby:

1. kazdy zdroj byl pfifazen néjakému cili,

2. kazdému cili byl pfitazen néjaky zdroj,

3. celkovy efekt prifazeni byl optimalni.

V prifazovacim problému je m X m ocenéni ¢;;. Sazbami c;; se vyjadiuje efekt prifazeni
(doba, za kterou i-ty pracovnik déla vyrobek na j-tém stroji). Indikdtor pfifazeni jsou proménné
x;j, které nabyvaji hodnoty 0 nebo 1, podle toho, zda i-ty zdrojovy objekt je pfifazen j-tému

cilovému objektu (i = 1,2,...,m;j = 1,2,...,m). Matematicky model pfifazovaciho problému
je tvoren:
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e omezujicimi podminkami

m
lej = 1aZ = 1727 , M,
j=1
m
sz_j - 17] = 1727 , M,
=1

e TUcelovou funkci

Pozndmka. V omezujicich podminkach je soucet indikatort pritazeni v fadku ¢i ve sloupci vzdy
jedna. Je tomu tak proto, Ze nelze pfitfadit jeden zdroj k vice cilim a jeden cil mize byt cilem
vzdy pro jeden zdroj.

V ptipadé minimalizace tcelové funkce je mozné Fesit jako dopravni problém. Reseni je né-
kolikanasobné degenerované, nebot pocet obsazenych policek je m (v nedegenerovaném reSeni
by jich bylo 2m — 1). Z toho divodu je vyhodnéjsi chapat tento druh tloh jako minimaliza¢ni
tlohu teorie grafi a fesit ho madarskou metodou.

Madarska metoda

Reseni se provadi v tabulce, jejiz fadky se vztahuji ke zdrojovym objektiim, sloupce k cilovym
objekttim a v jejiz polickach jsou zapsany pfislusné sazby c¢;;. Podminkou fesitelnosti je, Ze pocet
zdroji se rovna poctu cili. Pokud tomu tak neni, zavadime fiktivni zdroj nebo fiktivni cil. Metoda
bude ilustrovana na ptikladech.

Reseny priklad 1.20. Stavebni firma md k dispozici t¥i stavebni stroje (zdroje) na tiech stavbdch,
ze kterych tyto stroje potrebuje presunout na jiné stavby (cile). Vzddlenosti mezi zdroji a cili
(v 10 km) jsou wvedny v tabulce:

Ch Cs Cs
2 5 6
Z1 1
3 8 4
Zy 1
4 9 7
Z3 1
1 1 1

Reseni. Sazby zapiSeme do matice, ve které provadime nasledujici apravy:

1. radkova redukce - v kazdém tadku vybereme nejnizsi ¢islo a to odecteme od vsech cisel v
prislusném radku

NGO
© oo ot
ESITNGNCN
X
o oo
ot ot w
Lo
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2. sloupcova redukce - v kazdém sloupecku, ve kterém po fadkové redukci neni zadna 0,
vybereme nejnizsi ¢islo a to odecteme od vsech ¢isel v prislusném sloupci

X

0 3 4 0 0 3

0 5 1 0 20

05 3 0 2 2

3. vybér nezavislych nul - nezavisla je oznacena nula (0), kterd je samotna v fadu i ve sloupci;
v tomto sloupci a fddku nemohu oznacit jinou nulu jako nezavislou; pro snazsi hledani
dalsich nezéavislych nul ostatni ¢isla ve sloupci a v fadku proskrtnu (nezaménovat s krycimi
¢arami - viz déle); pokud bylo vybrano m nezavislych nul, vypocte se hodnota tcelové

funkce; pokud bylo vybrano méné nez m nezavislych nul, ovéfuje se spravnost jejich vybéru
(viz 5.),

4. vypocet hodnoty ucelové funkce - na pozicich, kde jsou nezavislé nuly, se uskuteéni ptifazeni
(i = 1); v naSem piipadé zdroj 1 je pfifazen cili 2 (x12 = 1), zdroj 2 je pfifazen cili
3 (z23 = 1) a zdroj 3 je pfifazen cili 1 (z31 = 1); ve vychozi matici vybereme sazby
u uskuteénénych prifazeni a jejich souctem ziskdme hodnotu ucelové funkce

z = x12C12 + T93Cca3 + x31c31 =5 +4+4 =13

5. ovéfeni spravnosti vybéru nezavislych nul podle Kénigovy véty - maximalni pocet neza-
vislych nul se rovnd minimalnimu poctu svislych a vodorovnych ¢ar (kryci ¢ary), které
pokryvaji vSechny nulové sazby; po fadkové a sloupcové redukci zjistime, ze pocet nezavis-
Iych nul je mensi nez m; vybereme fady (fadky i sloupce), které neobsahuji nezavislé nuly
a nulovymi prvky téchto rad vedeme kolmice, potom sestrojime kryci ¢ary pres ostatni
nuly

Priklad 27. Méjme matici, kterd ve které jsou uvedeny sazby - vzddlenosti mezi zdroji a cili.
V této matici provedeme 1ddkovou a sloupcovou redukci:

52 6 30 4 300
138 ~ [027] ~ W—2—3
2 4 7 025 2 1

oznaceny jsou pouze dvé nezdvislé nuly, proto sestrojime kryci céary (preruSované); ve tretim
radku neni nezdvisld nula a nulou na pozici (3,1) vedeme kolmici ke tretimu tadku — kryci
édra Skrtd proni sloupec; ve tretim sloupci neni mezdvisld nula, proto nulou na pozici (1,3)
vedeme kolmici ke tretimu sloupci - kryct ¢ara skrta pront vadek. Dale se provadi redukce sazeb -
z nepokrytych cisel vybereme nejmensi (oznac¢me ho napt. d) a odecteme ho od vsech ostatnich;
nepokryté sazby se zmensi o d; sazby pokryté kryci carou se nezméni; prvky dvakrat pokryté
krycimi ¢arami (kryci éary se zde kiizi) se zvétsi o d.

Nyni se vyhleddvaji nezdvislé nuly v nové ziskané matici; od bodu 8) postup opakujeme aZ
do ziskanit m nezavislych nul; pokud poloha téchto nul neni jednoznacnd, existuji rovnocennd
optimdlni Tesend.
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B---{0)---0- 40 0
© 2 3 A 01 2
0 2 14 010

4 (0) 0

©0) 1 2

0 1 (0)

Nalezli jsme m nezdvislych nul, ziskali jsme optimalni veseni ulohy, ucelovd funkce z = 10 (viz
bod 4)

Pozndmka. Pokud neni problém vyvazeny, to znamend pokud neni stejny pocet zdroji a cild,
priddavame opét fiktivni zdroj nebo fiktivni cil (podle toho, co chybi). Ve sloupci fiktivniho
zdroje, poptipadé v fadku fiktivniho cile zavadime nulové sazby. Pokud néktery skuteény zdroj,
popfipadé skute¢ny cil preferujeme (nechceme, aby byly pfifazeny k fiktivnimu cili nebo zdroji),
pouzijeme prohibitivni sazby (stejné jako u distribuénich tloh minimaliza¢niho typu vysoké
¢islo).

1.9.9 Okruzni dopravni problém (problém obchodniho cestujiciho)

V tomto typu problému existuje jeden dodavatel, ktery rozvazi zbozi na mista spotfeby. Po na-
vstiveni posledniho mista se dopravni prostiedek vraci zpét do vychoziho mista, pficemz kazdé
misto navstivi jen jednou. Cilem feSeni je stanovit poradi navstévovanych mist tak, aby celkovy
pocet km nebo celkové néklady (K¢) na dopravu byly minimalni.

Aplikace madarské metody na FeSeni okruzniho problému

Zdrojové a cilové objekty jsou zde totozné a predstavuji zdrojova a cilovd mista. Spojeni
mezi totoznymi misty je nepripustné, proto jsou na hlavni diagonale matice prohibitivni sazby.

Resenyj priklad 1.21. Prodejce sidli v mésté P md za kol nabizet zbozi v méstech M1, M2 a M3.
V jakém potadi md tato mésta navstivit, aby najety pocet km byl minimdlni. Vzddlenosti mezi
jednotlivgmi mésty (v 10 km) jsou v ndsledujici tabulce:

P| M1| M2| M3
P | -] 8 2 1
M1 | 8 - 5 4
M2 2| 5 3
M3 | 1| 4 3 -

Resend. Postupujeme stejné jako v piedchozi ¢4sti, tzn. provedeme faddkovou a sloupcovou re-
dukci.

- 8 2 1 - 7 1 0 - 4 0 0
8 — 5 4| _ [4 -1 0| _ | 4 0 0
2 5 — 3| 7 o3 -1 7 oo -1
1 4 3 — 0 3 2 — 0 0 1

Dale je potfeba najit nezéavislé nuly. Vzhledem k tomu, Ze je zde vice moznosti, které nuly se
maji oznacit jako nezavislé, musime davat pozor, aby se okruh neuzaviel dfive, nez v ném budou
obsazena vsechna mista. Ukdzeme si dvé moznosti.
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P — 4 (0) ©
1. M1 4 — 0 (0
M2 0 (0 — 1

M3 ©0 0 1 -

Podle umisténi nezavislych nul zjistime feseni. Odkud jedeme ¢teme v fadku, kam jedeme
¢teme ve sloupci. Jako vychozi bereme misto P (prvni fddek), najdeme nezavislou nulu
v prvnim Fadku (v nasem piipadé je pod M2). Prvni ¢ast trasy je P — M2 . Déle vybereme
fadek, ktery patii k M2 (v nasem piikladu tfeti fadek zhora), v ném najdeme nezéavislou
nulu, zjistime pod kterym mistem se nachazi a opét zjistime dalsi trasu. Postup opakujeme
az do uzavieni okruhu (az do navratu do mista P). Reseni je P — M2 — M1 — M3 — P.
Hodnotu ucelové funkce vypocteme tak, ze s¢itame vzdalenosti mezi jednotlivymi misty,
které jsou na trase (P — M2 =2, M2 — M1 =5, M1 — M3 = 4, M3 — P = 1). Hodnota
ucelové funkce z =2+ 5+ 4+ 1 = 12, trasa je dlouha 120 km.

P M1 M2 M3

P — 4 0 (0

2. M1 4 —— (0 0
M2 0 (0 —— 1
M3 © 0 1 —-

P1i urcéovani okruhu postupujeme stejnym zpusobem, jako v predchozim prfipadé. Okruh
se zde ale uzavie dfive, nez se projdou vSechna mista (P — M3 — P). Toto feSeni nelze
pouzit pro stanoveni optimélni trasy.

Metoda nejblizsiho souseda

Metoda spociva v tom, ze postupné kazdé misto bereme jako vychozi, z kazdého vychoziho
mista najdeme nejblizsi misto, z tohoto pak zase nejblizsi misto (pokud jsme ho jiz nezatadili do
feSeni, pak by se muselo vybrat druhé nejblizsi misto) a timto zptisobem pokrac¢ujeme, dokud
neuzavieme okruh. Stejné postupujeme ze vSech vychozich mist. U vychozich mist, ktera ve
skutecnosti vychozi nejsou, se musi okruh vhodné posunout.

Reseny priklad 1.22. Urcete optimdini trasu pro prodejce z veseného prikladu 1.21 metodou
nejblizsitho souseda.

Resend. Vychazime z ptivodni matice vzdalenosti

P M1 M2 M3

P — 8 2 1
M1 8 —— 5 4
M2 2 5 —— 3
M3 1 4 3 ——

1. Vychozi je misto P, k nému je nejblize M3, z M3 je nejblize P, ale v tomto misté uz jsme
byli, dalsi nejblizsi misto je M2. Z M2 opét vybereme nejblizsi misto, které je pfipustné,
a to je M1 a konecné z M1 do P. Trasa je nasledujici, a to P - M3 — M2 — M1 — P
a hodnota tucelové funkce z = 170 km.

2. Vyjchozi misto je M1, k nému je nejblize M3, z M3 je nejblize P, z P je mozné jit do M2.
Z M2 opét vybereme nejblizsi misto, které je pripustné a to je M1. Trasa je nésledujici,
ato Ml - M3 — P — M2 — M]1, trasu musime pfizptisobit tak, aby se vychézelo ze
skutec¢ného vychoziho mista, tedy P — M2 — M1 — M3 — P a hodnota ucelové funkce
z =120 km.
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3. Vychozi misto je M2, z M2 je nejblize do P. Z P do M3, z M3 do M1 a z M1 do M2. Reseni
je tedy M2 — P — M3 — M1 — M2, po Gpravé P — M3 — M1 — M2 — P | hodnota
ucelové funkce z = 120 km.

4. Vychozi misto je M3, z M3 je nejblize P, z P je nejblize (z pfipustnych) M2, z M2 do M1
a odtud do M3. Reseni je M3 — P — M2 — M1 — M3, po tpravé P — M2 — M1 — M3
— P, hodnota acelové funkce z = 120 km.

Mozné jsou nésledujici trasy (rovnocennd optimélni feSeni) s hodnotou ucelové funkce z =
120 km: P — M2 — M1 — M3 — P nebo opa¢ny smér P — M3 — M1 — M2 — P.

1.9.10 Maximaliza¢ni prifazovaci problém

Pouzivaime Madarskou metodu. U v8ech sazeb zménime znaménka, v kazdé fadce nebo sloupci
vybereme nejnizsi ¢islo a jeho absolutni hodnotu pfi¢teme ke vSem prvkim fadku nebo sloupce.
Tim odstranime zaporna ¢isla a ziskame alespon jeden nulovy prvek. Potom pokracujeme stej-
nym zptsobem jako u minimaliza¢nich tloh.

Reseny priklad 1.23. V podniku se maji rozhodnout, které pracovniky vyberou pro prici na jed-
notlivych strojich. KaZdy pracovnik umi pracovat s kaZdym strojem, ale jejich vykon je ohodnocen
poctem bodii (jeden bod = jeden vyrobek), viz ndsledujici tabulka. Zddouct je, aby pocet bodi byl
mazximalni.

S1|52 |83
Pr|y15| 719
P2112| 5 | 10
P3| 13| 8 |11
Ps1 10| 6 | 8

Reseni. Pocet strojii je mensi nez pocet pracovniki, proto zavedeme fiktivni stroj s nulovymi
sazbami. Znamena to, Ze jeden z pracovniku neziské praci na zadném stroji.

-15 -7 -9 0 0 8 6 15 0 4 4 5
—-12 -5 —10 0 N 07 2 12 ~ 0 3 (0) 2
—-13 -8 —11 0 = 05 2 13 - 0 1 0 3
-10 -6 -8 0 0 4 2 10 0 (0 0 0

Nezavislych nul je méné nez m, proto sestrojime kryci ¢ary, provedeme redukeci a ziskame dalsi
nezavislou nulu. Hodnota ucelové funkce z = 33 bodu (vyrobkt) a pracovnici jsou rozmisténi

© 4 4 5 0 3 4 4
0 3 (0) 2 B 0 2 (0 1
© 1 0 3 - 0 (0 0 2
O---{0)-—0---0 1 0 1 (0

nasledujicim zpusobem: P1 — S1, P2 — S3, P3 — S2. Pracovnik P4 byl pfifazen k fiktivnimu
stroji, tedy neziskal praci na zadném ze skutecnych stroji.
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Cviceni

Cwviceni 1.21. Pfi vystavbé silnice byla v mistech A, B a C vybagrovana zemina, kterou je
mozné rozvést na vyrovnani terénu v mistech My, Ms, M3 a My. Mnozstvi vyhrnuté a pozadované
zeminy (v m3) a vzdalenosti mezi zdrojovymi a cilovymi misty dopravy (v km) jsou v nasledujici

tabulce:
M; M, M; My
4 5 9 10
A 300
5 4 7 8
B 350
6 5 4 7
C 150
150 190 160 220

Za danych podminek
a) stanovte optimalni vyuziti vyhrnuté zeminy z hlediska nakladi na jeji dopravu,

b) mezi nevyuzitymi cestami pfi optimalnim zptsobu rozvozu zeminy najdéte perspektivni
spoje s koeficientem zhorSeni 1 a priitoénosti alespoii 100 m3.

Cvicent 1.22. Zavod na vyrobu limonad vlastni t¥i velkoobchody Vi, Vo, V3, ze kterych se
rozvazi prepravky s limonadami do sedmi prodejen Pq, Po, ..., P; za téchto podminek:

e velkoobchod Vo mtze uskladnit 200 prepravek, zatimco ve zbyvajicich velkoobchodech
miize byt skladovano maximalné 300 prepravek,

e prodejna P3 neuzaviela smlouvu s velkoobchodem V; a prodejny Ps a P7 s velkoobchodem
V27

e odhadnuté cena za prepravu jedné prepravky na vzdalenost 1 km ¢ini 1 K¢.

a) Stanovte optimalni zpusob rozvozu limonad z velkoobchodnich skladi do prodejen v ur-
¢itém obdobi, jsou-li zndmy pozadavky prodejen (80, 50, 40, 80, 90 110, 80 pfepravek)
a vzdélenosti mezi jednotlivymi velkoobchody a prodejnami (v km) tak, jak je uvedeno
v nasledujici tabulce.

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
2 3 6 9 12 13 7
\%t
6 4 5 6 10 11 5
Vo
9 12 6 7 2 5 8
V3

b) Kolik pfepravek s limonadami sta¢i dovézt do uvazovanych velkoobchodnich sklad, ma-li
byt realizovan rozvoz stanoveny v tkolu a).
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c) Jaky vliv bude mit na optimalni rozvoz limonad dodateéné uzavieni smlouvy mezi prodej-
nou P7 a velkoobchodem V57

Cwvicent 1.23. Po uzavieni nékterych zastaralych cukrovarti byly ponechany dva v mistech A
a B a uvaZuje se o rekonstrukci jednoho z cukrovaru v misté C nebo D. Celoro¢ni kapacita
(v tisicich tun), sklizené mnozstvi fepy v oblastech O, Oz, O3 a O4 (v tisicich tun), néklady
na prepravu 1 tuny mezi oblastmi a cukrovary (v K¢) a ndklady na zpracovani 1 tuny (v K¢)
v jednotlivych cukrovarech jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

A B C D sklizen

15 17 10 13

O 50
10 14 35 32

Oq 40
12 25 15 27

O3 30
31 18 28 9

Oy 60

Kapacita 45 50 85 90

Vyrobni naklady | 2200 | 2000 | 1600 | 1500

Cukrovar v misté C méa po rekonstrukci, kterd vyzaduje naklady ve vysi 24 miliont K¢, zivotnost
20 let. Naklady na rekonstrukci cukrovaru v misté D ¢ini 30 milionti K¢ pii stejné dobé Zivotnosti.
Rozhodnéte, zda z hlediska minimalizace investi¢nich, dopravnich a vyrobnich nakladu je pro
rekonstrukci vhodnéjsi cukrovar v misté C nebo D.

Cwvicent 1.24. Cukrarna objednavé tii druhy zdkusk Zp, Zs, Z3 od tii vyrobct Vi, Vo, V3.
Denni pozadavky cukrarny, vyrobni moznosti dodavatelt (v kusech zdkuskil) a ceny, které vy-
robci stanovili za jeden kus zakuskt, jsou uvedeny v néasledujici tabulce.

A Zs Zs
3 6 5
Vi 200
4 7 6
\ 180
4 8 6
\ 220
200 | 150 | 200

a) Urcete optimalni strukturu objednavek zakuskd z hlediska minimalizace jejich ceny za
predpokladu, ze druhému vyrobci nesmi zadné zakusky zbyt (cukrérna za to ziskd néjaké
vyhody od tohoto vyrobce).

b) Z alternativnich optimdlnich FeSeni vyberte to, kterému odpovidé nejmensi pocet objed-
navek.

c¢) U kterého druhu zakuskt by bylo vyhodné z hlediska minimalizace celkové ceny zakuskii
objednavku zvysit a u kterého naopak snizit?
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Cwvicent 1.25. TTi odridy pSenice maji byt rozmistény do ¢ty oblasti s riznymi ptidnimi pod-
minkami tak, aby bylo dosazeno maximalni sklizné pSenice vsech odrid. Potfebné udaje (vynosy
jednotlivych odrid v rtznych oblastech (tuny na ha), planované plocha psenice v jednotlivych
oblastech (ha) a plocha zajisténd danou odrtidou (ha)) jsou v nésledujici tabulce.

odrady 04 O O3 Oy plocha zajisténa

4,2 3,9 4,3 4,4

I 200
4,3 4 4,1 3,9

1I 300
4,4 4,1 4 4,2

111 250

planovana plocha 150 250 100 200

Cwvicent 1.26. V obchodé s odévy jsou béhem sezény pozadovany Saty o velikostech I, II, III a
IV v mnozstvi 20, 35, 40 a 15 kusti. Obleky vyrabéji tii dilny D1, Do a D3, které mohou zajistit
usiti 30, 40 a 35 oblekti. Predpoklddany zisk z prodeje jednoho obleku zavisi na velikosti obleku
a na jeho vyrobci, jak je patrné z nasledujici tabulky (zisk je uveden ve 100 K¢).

I 11 IIT IV
2,5 4 5 2
D,
3 3,5 5,5 1,5
Do
2 4,5 4,5 2,5
D3

a) Jak ma majitel obchodu rozdélit sezénni objednavku oblekt mezi uvazované dilny, chce-li
dosdhnout maximalniho zisku?

b) Budou pfi optimdlni struktufe objednavky uspokojeny pozadavky prodejny na obleky
vsech velikosti?

c) Z alternativnich optimélnich feSeni vyberte to, kterému odpovidd nejmensi poéet uzavie-
nych objednavek.

Cvicent 1.27. Pét zavodnikt pripravujicich se na zavody ve Stafetovém béhu 4 x 400 m do-
sahovalo v nasazeni na rizné drahy rtzného ¢asu, jak je uvedeno v nésledujici tabulce (c¢as
v sekundéch). Stanovte, v jakém potadi maji zavodnici bézet, aby ¢as Stafety byl co nejkratsi.

Hrac Usek drahy

I |1 |1OI | IV
50 | 49 | 48 | 48
52 | 50 | 49 | 48
51 | 50 | 49 | 49
53 | 51 | 51 | 50
51 | 50 | 50 | 50

HO QW=
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Cvicent 1.28. U firmy TRANSLATOR pracuji ¢tyfi prekladatelé z anglického jazyka s raznymi
vykony podle toho, zda jde o texty technické, ekonomické, pravnické, nebo zda se jedna o be-
letrii. Pramérny pocet stranek, ktery tito pracovnici preloZi za jeden den v rtiznych oborech, je
v nésledujici tabulce.

technika | ekonomika | pravo | beletrie
Jan 7 6 3 4
Petr 6 7 2 5
Ivan 4 7 5 4
Karel 6 6 4 )

Za predpokladu, ze vSechny uvedené druhy texti jsou priblizné stejné zastoupeny, jak maji byt
zaméstnanctm firmy pridélovany preklady, aby vykon firmy byl co nejvétsi?

Cvicent 1.29. Akciova spolecnost Mlékarny denné svazi mléko ze ¢tyf kravint. Vzdalenost
jednotlivych mist (v km) jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Stanovte optimalni trasu cisterny,
jejiz kapacita staci na denni produkci mléka v uvazovanych kravinech, s minimalnim poctem
kilometr.

M| K | Ky | Ks | Ky
M| -] 5 7 4 6
Ki| 5| - 4 3 8
Ko | 7] 4 - 4 6
Ks| 4] 3 4 - )
Ki| 6] 8 6 )

Cviceni 1.30. Cizinec, ktery piijel do Ceskych Budé&jovic, chce autem navstivit tato mésta:
Tabor, Pisek, Prachatice a Jindfichuv Hradec. V automapé si zjistil vzdalenosti (v km) mezi
témito mésty (viz nasledujici tabulka) a nyni se rozhoduje, v jakém pofadi ma uvedend mésta
navstivit (pak se chce vratit do Ceskych Budéjovic), aby ujel co nejméné kilometrii. Navrhnéte
trasu.

CB|TA[PI|PT]|JH
CB| - | 57 | 54| 42 | 54
TA | 57 | — | 44| 91 | 44
PI | 54 | 44 | — | 47 | 88
PT | 42 | 91 | 47| — | 96
JH | 54 | 44 | 88| 96 | —

Vysledky

Vysledky 1.21 a) Byl zaveden fiktivni odbératel s pozadavkem 80m?>. Pieprava bude reali-
zovana takto: AM; = 150, AMy = 70, AF = 80, BMy = 120,BMs = 10, BM, = 220,
C M3 = 150. Minimalni nrozsah piepravy je 3860m3km.

b) Trasa s koeficientem zhorseni 1 a zaroven s priito¢nosti alespoti 100m? neexistuje.

Vysledky 1.22 a) Preprava bude realizovana takto: V1P, = 80, ViP» = 50, Vi P; = 80 ,
Vo Py = 40, Vo Py = 80, V3 Ps = 90, V3Ps = 110. Néaklady na prepravu budou 2280 K¢.

b) Ve velkoobchodnim skladu V; staci zasoba 210 prepravek, ve Vo 120 a ve V3 200 piepravek.
c) Vznikne degenerované feseni, ndklady budou 2120 Ké.

Vysledky 1.23

N 24
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Vysledky 1.24 a) Minimdlni naklady na nakup zakusku jsou 2850 k¢, feseni nelze urcit jed-
noznacné

b) Nejmensi pocet objednavek bude pfi objednani V177 = 200, VaZy = 150, VoZs = 30,
V3Zs = 170. Tteti vyrobce by mohl dodat 50 kusti zadkuskt jinému odbérateli.

¢) Vyhodné je objednévat vice Z; a méné Zs.

Vysledky 1.25
Optimalni fesSeni neni jednoznacné. Jednim ze zakladnich optimalnich feseni je x14 = 200 ha,
x99 = 150 ha, x93 = 100 ha, x3; = 150 ha, x30 = 100 ha, z = 2960 tun.

Vysledky 1.26 a) Maximdlni zisk za danych podminek je 44750 K¢, optimalni strukturu vy-
roby nelze stanovit jednoznacéné.

b) Obleku velikosti IV bude doddno o 5 kust méné.

c) Staéi uzaviit pouze Ctyfi objednavky, a to velikosti I s dilnou Dy, velikosti IT s dilnou Ds,
velikosti III s dilnou Dy a velikosti IV s dilnou D,

Vysledky 1.27
Nejkratsi cas stafety je 197 s, zavodnik D se neuplatni, pofadi ostatnich zavodnik® nelze urcit
jednoznacné.

Vysledky 1.28
Nejvétsi denni vykon je 24 stranek, Jan bude preklddat technické testy, Petr ekonomické, Ivan
pravnické texty a Karel beletrii.

Vysledky 1.29
Optimalni okruh je dlouhy 23 km a vede po trase M — K3 — K1 — Ko — K4 — M nebo
opacné.

Vysledky 1.30
Cesta s minimalnim poétem 231 km povede mésty v poradi Ceské Budéjovice — Prachatice —
Pisek — Tabor — Jindfich@iv Hradec — Ceské Budé&jovice.



98

KAPITOLA 1. LINEARNI PROGRAMOVANI



Kapitola 2
Sifova analyza

Vyuziva graficko-analytické metody pro planovani, fizeni a kontrolu slozitych navaznych procesu.
Tyto procesy se daji rozlozit na dil¢i a organizac¢né spolu souvisejici ¢innosti. Tyto procesy se
nazyvaji v sitové analyze projekty (vystavba budov, silnic; vyzkumné tkoly; planovani zavadéni
informac¢niho systému do podniku). Matematicky zaklad sifové analyzy vychézi z teorie grafu.

2.1 Zakladni pojmy

Graf

Je déna kone¢nd mnozina prvki ui,us,...,u, a mnozina nékterych dvojic téchto prvkl u;, u;.
Sjednocenim mnozin wug, us, . .., u, UU;, u; nazyvame grafem.

Uzly grafu

Prvky u;, kde ¢ = 1,2...,n nazyvame uzly grafu a zobrazujeme je krouzky. Pro zjednoduseni
u;, u; oznacujeme pouze %, j, ¢isla ¢, 7 se vepisuji do krouzkd.

Hrany grafu

Dvojice u;, u; nazyvame hranami grafu. Zobrazujeme je pfimymi nebo rtzné lomenymi carami,
pro zjednoduseni oznacujeme (i, 7).

Koneény graf

Graf, ktery ma konecny pocet uzli a hran.

Orientovany graf

Graf, ktery je tvofen orientovanymi hranami, kterym je pfifazen urcity smeér.

Hranové (uzlové) ohodnoceny graf

Graf, jehoz kazdé hrané (uzlu) je pfifazeno alespon jedno ¢islo (mapa trasy dalkového pochodu,
kazdé spojnici mezi jednotlivymi stanovisti je pfifazena jeji délka).

Cesta

Posloupnost hran v orientovaném grafu, ve kterém kazda hrana vychéazi z uzlu, v némz konci
predchazejici. Pokud cesta zaciné a konci ve stejném uzlu, potom se jedna o cyklus.
Acyklicky graf

Neobsahuje zadny cyklus.

Souvisly graf

Graf, pro ktery plati, Ze pro vSechny dvojice jeho uzli existuje alesponn jedna cesta, ktera je
spojuje.

Multigraf

Graf, ve kterém mezi nékterou dvojici uzli existuje vice souhlasné orientovanych hran.

Sit

Konecény souvisly, orientovany, acyklicky, hranové nebo uzlové ohodnoceny graf, v némz existuje
jeden pocatecni uzel (nevstupuje do néj zadna hrana) a jeden uzel koncovy (zaddné hrana z néj
nevystupuje).

99
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ONO

Obrazek 2.1: Multigraf — priklad

Obrazek 2.2: Sit — priklad

Sitovy diagram
Sitovy graf, jehoz hrany jsou ohodnoceny ¢asovymi udaji. Délka cesty v sitovém diagramu pied-
stavuje soucet ¢asovych udaju prifazenych hranam, které tvori uvazovanou cestu.

Grafické modely projekti

Projekty lze znazornit sitovym diagramem. V tomto textu budeme uvazovat hranové ohodno-
cené grafy. Hrany predstavuji jednotlivé ¢innosti a uzly predstavuji zacatky a konce jednotlivych
¢innosti. Podminky pro modelovani a fizeni projektu sitovym diagramem:

1. pro kazdou ¢innost je zndma doba trvani,
2. pro kazdou ¢innost je definovana ¢innost predchéazejici a ¢innost nasledujici,

3. pokud je prihlizeno i k jinym kritériim optimality, kazd4 ¢innost musi byt ohodnocena
prislusnymi ukazateli,

4. cil projektu je splnén, pokud jsou ve spravném casovém sledu provedeny vSechny ¢innosti.

Sitfovy graf musi byt zakreslen co nejprehlednéji. Délka hran nemusi odpovidat dobé trvani na
rozdil od harmonogramu. P#i sestavovani grafu lze zacit od po¢éate¢niho uzlu (zvlasté u znamych
projekttt) nebo od kone¢ného uzlu (predevsim u doposud nerealizovanych projektil) nebo lze
kombinovat oba zptisoby. Uzly jsou ¢islovany prirozenymi ¢isly, pocatecni uzel mé nizsi ¢islo nez
koncovy. Hrany maji bud kladné ohodnoceni (u skuteénych ¢innosti) nebo nulové ohodnoceni
(u fiktivnich ¢innosti). Fiktivni ¢innost slouzi k vyjadieni ndvaznosti skuteénych ¢innosti nebo
k zamezeni vzniku multigrafu a ma vzdy nulovou dobu trvani.

Resenyj priklad 2.1. 'V zdvodé se md provést rekonstrukce vijrobni linky, spojend s viyménou vyjrob-
nitho zatizent, stavebnimi upravami, generdlni opravou elektroinstalace a zlepSenim pracovniho
prostredi. Projekt byl rozloZen na dilci ¢innosti, ktere jsou spolu s predpokladanou dobou jejich
trvani (v tydnech) uvedeny v tabulce.
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Cinnost Popis ¢innosti Doba trvani
a Demontadz starého zarizeni 8
b Oprava strechy vyrobni haly 6
c Oprava podlahy 2
d Vnitrni stavebni dpravy 4
e Generdlni oprava elektroinstalace 10
f Montaz nového vyrobniho zatizeni 12
g Montaz klimatizacniho zarizent )
h Zkusebni provoz 4
i Dokonceni vnitrnich stavebnich uprav 3

Rozborem souvislosti mezi dil¢imi ¢innostmi bylo zjisteno, Ze demontaZz starého zatizent a oprava
strechy mohou probihat nezdvisle vedle sebe. Vnitrni stavebni upravy lze provdadét po skonceni
opravy strechy a podlahy, pricemz opravu podlahy lze provést aZ po demontdzi. Generdlni oprava
elektroinstalace muze byt provedena po dokonceni vnitrnich stavebnich uprav. MontdZ nového vy-
robniho a klimatizacniho zarizent lze provdadet soucasne, ale musi byt skoncena generalni oprava
elektroinstalace. Zkusebni provoz muze byt zahdjen po skonceni montdZe vyrobniho zavizeni a do-
koncovaci upravy mohou probihat nezavisle na zkusebnim provozu, jakmile byla provedena montdz
klimatizacniho zarizeni. Zakreslete sitovy diagram zndzorniujici tento projekt.

Reseni. Nejprve si informace o jednotlivych ¢innostech a jejich navaznostech z textu zapiseme
do tabulky.

Cinnost a|b|lc| d |e|f|lg|h|i

-
o]

Piedchozi ¢innost | — | — | a | bec|d|e|e

Obrazek 2.3: Sitovy diagram k feSenému piikladu 2.1

U tohoto ptikladu neni fiktivni ¢innost nutné, avSak jejim zavedenim se doba trvani projektu
nijak neovlivni.

Reseny priklad 2.2. Sestavte sitovy diagram k projektu popsanému v ndsledujici tabulce.

Cinnost | Predchidce

A _
B _
c A
D A,B
E C,.D
F C,D
G D
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Resend. Sifovy diagram se v tomto piipadé neobejde bez fiktivni ¢innosti. Pokud by fiktivni
¢innost nebyla pouzita, vznikl by multigraf a ¢innosti by nebyly spravné provazany.

Resenyj priklad 2.3. Sestavte sitovy diagram k projektu popsanému v ndsledujici tabulce.

Cinnost | Predchidce

A _
B _
c A
D B
E A,B
F D
G c

Reseni. 1 v tomto pfipadé musime pouzit fiktivni ¢innosti.

2.2 Casova analyza deterministickjch projektt

V deterministickych projektech je doba trvani kazdé ¢innosti jednoznac¢né urcena. VSechny diléi
¢innosti, které tvoii projekt musi byt dokonceny, aby mohl byt ukoncen cely projekt. Jak bylo
zminéno vyse, ¢innosti na sebe rizné navazuji, coz je potieba respektovat. Cilem ¢asové analyzy
projektu je stanoveni tzv. kritické cesty, jejiz délka urcuje dobu trvani celého projektu. Kriticka
cesta je nejdelsi cesta mezi prvnim a poslednim uzlem. Cinnosti, které tvoii kritickou cestu, jsou
¢innosti kritické (na jejich prubéhu zavisi termin dokonéeni projektu).

Priklad 28. V sitovém diagramu z Teseného prikladu 2.1 existuji mezi poédtecnim uzlem 1 a kon-
covym uzlem 8 celkem ctyri cesty.
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Cesta Délka (tydny)
1-2—-3—-4—-5—-6—8 40
1-2—-3—->4—-5—->7—38 32

1—-3—-4—-5—-6—38 36
1-3—-4—-5—->7—38 28

Z tabulky vyplyva, Ze rekonstrukci lze nejdrive stihnout za 40 tydni, pricemZ pro dodrZeni této
doby jsou rozhodugici prubehy cinnosti “a”, “c”, 7d”, 7e”, 7f”, "h”. Kritickd cesta je vyznacena
na obrdzku 2.3 tucnou carou. Ostatni cesty jsou kratsi, to znamend zde mdme urcité rezervy
(o rezervdch bude pojedndno pozdéji). Na kritické cesté se Zadna c¢innost nesmi zpozdit, jinak
dojde k prodlouzeni doby trvani celého projektu.

Pozndmka. Pro rozsahlé projekty neni tento postup vhodny. Nejrozsirenéjsi metodou pro sta-
noveni kritické cesty u deterministickych projekti je metoda CPM.

2.2.1 Metoda CPM - Critical Path Method

Metodou CPM lze stanovit dobu trvani projektu. Vypocet provadime bud v sitovém diagramu,
nebo v inciden¢ni matici nebo pomoci linedrniho Ganntova diagramu. Nejprve si zavedeme
pojmy, se kterymi budeme déle pracovat:

e t;; — doba trvani ¢innosti (3, j),

e t) — nejdifve mony zadétek ¢innosti (i, ),

. t? =19 + t;; — nejdiive mozny konec ¢innosti (i, 5),

° tjl- — nejpozdéji pfipustny konec ¢innosti (i, 7),

o tl = t} — ti; — nejpozdéji piipustny zacatek ¢innosti (7, 5),

e T? — nejdiive mozny ¢as uzlu i; nejdifve mozny zacatek ¢innosti vystupujicich z tohoto

uzlu,

° le — nejpozdéji pripustny cas uzlu j; nejpozdéji pripustny konec ¢innosti vstupujicich do

tohoto uzlu,
o R, = TZ»1 — Ti0 — casova rezerva uzlu 1.

Vypodet v sitovém grafu

Pro usnadnéni vypoctu si jednotlivé uzly graficky upravime a zavedeme symboliku nasledu-
jicim zpusobem.

Obrazek 2.4: Symbolika pro vypocet kritické cesty

Postup vypoctu kritické cesty

Postup budeme ilustrovat na feSeném piikladu 2.1. Na obréazku 2.5 je zndzornén sifovy
diagram s vypoctem kritické cesty.
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e Stanoveni nejdiive moznych cast uzli. Postupujeme smérem od pocéatku projektu (od
prvniho uzlu) k jeho konci (k poslednimu uzlu), pfi¢emz nejdiive mozny pocatek projektu
volime rovny nule (7Y = 0). Nejdfive mozny zacatek projektu séitdme nejprve s délkami
trvani ¢innosti (1,2) a (1,3). Vysledky zapiseme k Sipkdm u uzli 2 a 3 (koncovym uzlim
¢innosti). Ziskdme tak nejdfive mozny konec ¢innosti (1,2) a (1,3). Konkrétné 0 + 8 =
8, nejdfive mozny konec ¢innosti (1,2) je 8 tydnt a 0 + 6 = 6, nejdiive mozny konec
¢innosti (1,3) je 6 tydnt. Z uzlu 1 uz jiné ¢innosti nevychazi. Nyni musime uréit nejdiive
mozny ¢as uzlu 2 (7%). Do uzlu 2 sméiuje jedind ¢innost (1,2) — uzel 2 neni koncovym
uzlem dalsi ¢innosti, proto nejdrive mozny cas uzlu 2 je totozny s nejdfive moznym kon-
cem ¢innosti (1,2), coz je ¢as 8 tydnt. Tento ¢as opiSeme do levé dolni tfetiny uzlu 2.
Postoupime k uzlu 3 a budeme uréovat jeho nejdiive mozny ¢as (T3 ). K tomu potiebu-
jeme znat nejdiive mozné konce ¢innosti do ného vstupujici. Nejdrive mozny konec ¢innosti
(1,3) mame uréeny (6 tydni) a nejdiive mozny konec ¢innosti (2, 3) spoéitdme z nejdiive
mozného ¢asu pocatecniho uzlu 2 (8 tydnt) a doby trvéani ¢innosti (2,3) — 2 tydny podle
vztahu t3 = T + ta3 = 8 + 2 = 10. Nejdiive mozny konec ¢innosti (2, 3) je 10. Viimnéte
si, ze do uzlu 3 vstupuji dvé ¢innosti. V takovém pfipadé ztotoznime nejdfive mozny cas
tohoto uzlu s pozdéjsim nejdiive moznym koncem ¢innosti — v nasem pripadé je to cas
pokracovani v projektu musi byt ukonceny obé ¢innosti a limituje nas proto ta s pozdéjsim
nejdiive moznym koncem. Stejnym zptisobem se pokracuje ve vypoctu v sitovém diagramu
az do vypoéitani nejdiive mozného ¢asu posledniho uzlu (v nasem pitkladu 7Y).

o Stanoveni nejpozdéji pripustnich casi uzlu. Postupujeme od konce projektu k jeho zacatku.
Pokud neni dana doba trvani celého projektu, jeho nejpozdéji pripustny konec ztotoznime
s jeho nejdiive moznym koncem (T3 = TY = 40). Od nejpozdéji pripustného ¢asu konco-
vého uzlu ¢innosti odecteme dobu trvani ¢innosti le —1;; a ziskdm tim nejpozdéji piipustné
za¢atky (t!) konkrétni ¢innosti. Napf. pro ¢innost (7,8) je nejpozdéji piipustny zacatek
t2 =37 ( T§ —t73;40—3 = 37). Cislo zapiseme k hrang, kterd vystupuje z po¢dteéniho uzlu
¢innosti. Nyni je tieba uréit nejpozdsji pripustny ¢as uzlu 7 (T3). Z uzlu 7 jind ¢innost, nez
(7,8) nevystupuje, proto ztotoznime nejpozdéji piipustny zacatek této ¢innosti s nejpozdéji
pripustnym c¢asem pocatecniho uzlu (T71) Pokud by z pocatecniho uzlu vystupovalo vice

vvvvv

vvvvvv

nejpozdéji pripustného ¢asu prvniho uzlu.

e Stanoveni rozdili le — TZ-0 pro i = j (Casovd rezerva prislusného uzlu). Pro kazdy uzel
spoCitame jeho casovou rezervu tak, ze pro kazdy uzel spocitame rozdil mezi nejdiive
moznym a nejpozdéji pripustnym casem. Uzly, u kterych je tato rezerva nulova, lezi na
kritické cesté. V nasem ptikladu kromé uzlu 7 vSechny.

Kritickou cestu 1ze znézornit i pomoci tzv. Ganntova diagramu, kde na ose z je Cas a na ose y
jednotlivé ¢innosti. PTi tvorbé tohoto diagramu se postupné znazorni vSechny ¢innosti v ¢asovém
useku, kdy probihaji a jak navazuji na ostatni ¢innosti. Na obrazku 2.6 je znazornén Ganntuv
diagram pro piiklad 2.1. Kritické ¢innosti jsou znazornény plnymi obdélniky. VSimnéte si, ze na
kritické cesté na sebe ¢innosti navazuji. Pokud probiha vice ¢innosti najednou, kritické jsou ty,
které trvaji déle.

2.2.2 Casové rezervy ¢innosti

Pomoci termini Tio, Til, TJQ, le a t;; muzeme pro kazdou ¢innost (4, j) urcit ¢tyfi asové rezervy.

Celkova ¢asova rezerva
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Obrazek 2.5: Vypocet kritické cesty v sifovém diagramu

¢innost A

(7.8)
(6,8)
(6.7)
(5.6)
(4,5)
(3.4)
(2,3)
(1,3)
(1,2)

N
Cd

(doba trvani)

Obrazek 2.6: Vypocet kritické cesty v Ganntové diagramu

Celkova ¢asova rezerva se pocita podle vztahu:
1 0
CRij =T —T; — tij.

Celkova casova rezerva urcuje pocet casovych jednotek, o ktery je mozné dobu trvani ¢innosti
prodlouzit nebo jeji nejdiive mozny zacatek oddalit, aniz se tim ovlivni termin ukonceni celého
projektu. K cerpani celkové rezervy mize dojit tehdy, kdyZz vSechny ptredchozi ¢innosti byly
ukoncéeny v nejdfive mozném konci a vSechny nésledujici ¢innosti budou zahajeny v nejpozdéji
pripustném zacatku. Po vycCerpani celkové rezervy se z nekritické ¢innosti stane kriticka ¢innost.

Resenyj priklad 2.4. Pro &innost (1,3) (oprava stvechy vyrobni haly) z projektu v veseném pii-
kladu 2.1 vypoctéte celkovou rezervu.
Resend.

CRy3 = T31 — T10 —t13
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CRi3=10—-0—-6=4

To znamend, ze opravu stfechy vyrobni haly muzeme provadét o 4 tydny déle, nebo mtiizeme
zacit o 4 tydny déle oproti nejdiive moznému zacatku a nijak tim neovlivnime termin ukonceni
celého projektu.

Volna ¢asova rezerva

Volné ¢asova rezerva vznikd tehdy, kdyz do uzlu j vstupuje jesté kromé ¢innosti (7, 5) jesté
dalsi ¢innost s pozdéjsim nejdiive moznym koncem (viz projekt 2.1 ¢innost (1, 3) a ¢innost (2, 3)).
Volna casova rezerva se pocita podle vztahu:

VR =T, — T — t,;.

Volné ¢asova rezerva udava pocet ¢asovych jednotek, o ktery lze dobu trvani ¢innosti prodlouzit
nebo jeji nejdiive mozny zacatek oddalit, aniz se tim ovlivni nejdiive mozné zacatky nésledujicich
¢innosti. K ¢erpani volnych ¢asovych rezerv mize dojit, pokud vSechny predchozi ¢innosti byly
ukonceny v nejdiive moznych koncich. Pokud vycerpame tuto c¢asovou rezervu u ¢innosti, jejiz
koncovy uzel lezi na kritické cesté, stane se z této ¢innosti ¢innost kriticka.

Regeny priklad 2.5. Pro ¢innost (7,8) (oprava strechy vyrobni haly) z projektu v veseném pii-
kladu 2.1 vypoctéte volnou casovou rezervu.
Resend.

VRiz =T —T{ — t13

VRiz=10—-0—-6=14

To znamend, ze opravu stfechy vyrobni haly muzeme provadét o 4 tydny déle, nebo mtiizeme
zacit o 4 tydny déle oproti nejdiive moznému zacatku a nijak tim neovlivnime nejdfive mozny
zaCatek bezprostiedné nasledujicich ¢innosti (v nasem pfipadé ¢innost vnitini stavebni Gpravy).

ZAvisla ¢asova rezerva

Zavisla ¢asova rezerva vzniké tehdy, pokud z uzlu i vystupuji kromé éinnosti (i, j) jesté jiné
¢innosti, a to s d¥ivéjsimi nejpozdéji pripustnymi zacatky (viz projekt 2.1 ¢innost (5,6) a ¢innost
(5,7)). Zavisla ¢asova rezerva se pocita podle vztahu:

ZRy; =T} =T} — t;;.

Zavisla Casova rezerva udava pocet Casovych jednotek, o ktery mizeme dobu trvani dané ¢in-
nosti prodlouzit nebo jeji zacdtek oddalit oproti nejpozdéji pripustnému konci bezprostiedné
predchéazejici Cinnosti, aniz by se zménily nejpozdéji pripustné zacatky nasledujicich ¢innosti.
Pokud vycerpame zavislou rezervu u ¢innosti, jejiz pocatecni uzel lezi na kritické cesté, stane se
z této ¢innosti kritickd ¢innost.

Regeny priklad 2.6. Pro ¢innost (5,7) (montdZ klimatizacniho zavizeni) z projektu v veseném
prikladu 2.1 vypoctéte zdvislou casovou rezervu.
Resend.

ZRsyr =T — Ty —tsr

ZRsr =37—24—-5=38

To znamena, ze montaz klimatiza¢niho zafizeni mizeme provadét o 8 tydnt déle, nebo mtiizeme
zacit o 8 tydnd déle oproti nejpozdéji pripustnému konci bezprostiedné predchazejici ¢innosti
(generalni oprava elektroinstalace), aniz by se tim zménil nejpozdéji piipustny zacatek nésledujici
¢innosti (dokonceni vnitinich stavebnich tprav).
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Nezavisla ¢asova rezerva

Nezavisla ¢asova rezerva vyniké tehdy, pokud uzel i je po¢ateénim uzlem vice ¢innosti a uzel
j je koncovy uzel vice é¢innosti, pfi¢emz terminy T} a Tj0 byly vypocitany nezavisle na ¢innosti
(1,7). Nezavisla ¢asova rezerva se poCita podle vztahu:

NRZ']‘ = maaz(O,TjO — T‘il — tij)-

Nezéavisla rezerva udava pocet ¢asovych jednotek, o ktery mtizeme trvani dané ¢innosti prodlou-
Zit nebo jeji nejdiive mozny zacatek oddalit, kdyz vsechny ptfedchozi ¢innosti byly zakoncéeny
v nejpozdéji pripustnych koncich a vSechny nasledujici ¢innosti budou zahajeny v nejdiive moz-
nych zacatcich. Vycerpame-li NR u ¢innosti, jejiz pocatecni i koncovy uzel lezi na kritické ceste,
stane se z této ¢innosti ¢innost kriticka.

Resenyj priklad 2.7. Pro ¢innost (1,3) (oprava strechy) z projektu v teseném prikladu 2.1 vy-
poctéte nezdvislou casovou rezervu.

Resen.
NRi3 = max(0; T — T} — t13)

NRy3 =max(0;10—-0—-6) =4

2.3 Casova analyza stochastickych projektt

Pro feseni stochastickych projektt, kde doba trvani jednotlivych ¢innosti neni urcena jedno-
znacné, je nejrozsifenéjsi metoda PERT (Program Evaluation and Review Techique).
PERT

Je to modifikace metody CPM. Pii aplikaci metody CPM zname piesné dobu trvani jednotlivych
¢innosti. Pfi pouziti metody PERT zname pro kazdou ¢innost pouze tfi odhady doby trvani
kazdé Cinnosti, ze kterych vypocitame stiedni hodnotu doby trvani ¢innosti.U metody PERT
jsou tedy jednoznacné urcené terminy nahrazeny stfednimi hodnotami nahodnych veli¢in. Jak
jiz bylo zminéno, pro kazdou ¢innost se predpoklada znalost t¥i odhadi doby jejiho trvani, a to:

e optimisticky odhad a;; — pfedstavuje nejkratsi dobu, za kterou je mozZno danou ¢innost
provést za nejlepsich podminek,

N

podminek,

e nejpravdépodobnéjsi odhad m;; — piedstavuje dobu trvani ¢innosti za norméalnich podmi-
nek.

Pokud zvolime v intervalu (a;;; b;;) diskrétni doby trvani dané ¢innosti a zkoumame-li prav-
dépodobnost, s jakou téchto hodnot nabyva, ziskdme urcité rozdéleni pravdépodobnosti. Z te-
oretickych rozdéleni toto rozdéleni nejlépe vystihuje tzv. [ rozdéleni (jednovrcholové, spojité,
ma kone¢né rozpéti a muze byt libovolné asymetrické). Jestlize predpokladame, Ze doba trvani
¢innosti ve stochastickych projektech ma 3 rozdéleni a Ze jsou dany tii odhadnuté doby trvani,
stfedni hodnota a rozptyl doby trvani ¢innosti (i, j) se vypoc¢te podle nasledujicich vzorci:

_ a;; + 4my; + byj
tij = 6

) = (a2’
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Resenyj priklad 2.8. V projektu v feseném prikladu 2.1 nezndme doby trvdng jednotlivich ¢innosti
presné, jsme pouze schopni odhadnout tri doby trvani (optimistickou, pesimistickou a nejprav-
dépodobnéjsi).

Cinnost Popis ¢innosti aij | bij | myj
a Demontaz starého zatizent ) 8 10
b Oprava strechy vyrobni haly 4 6 7
c Oprava podlahy 1 2 5
d Vnitrni stavebns dpravy 2 4 6
e Generdlni oprava elektroinstalace 7 10| 14
f Montaz nového vyrobniho zarizent 10 | 12 | 13
g Montaz klimatizacniho zarizeni 4 5 8
h Zkusebni provoz 3 4 6
) Dokonceni vnitrnich stavebnich uprav | 1 3 5

Reseni. Z odhadil vypocteme stiedni doby trvani jednotlivych éinnosti a rozptyly téchto dob
trvani.

¢innost (4,7) | aij | bij | mij tij o’
a(1,2) 5 [ 10| 8 7,83 | 0,69
b(1,3) 4 7 6 5,83 | 0,25
c(2,3) 1 5 2 2,33 | 0,44
d(3,4) 2 6 4 4 0,44
e(4,5) 7 |14 | 10 | 10,17 | 1,36
f(5,6) 10 | 13 | 12 | 11,83 | 0,25
g(5,7) 4 8 5 5,33 | 0,44
h(6,8) 3 | 6 4 4,17 | 0,25
i(7,8) 1 5 3 3 0,44

Pomoci stfedni hodnoty trvani vsech ¢innosti stanovime pfi metodé PERT kritickou cestu
podobné jako u metody CPM. Kazdy tudaj v sitovém diagramu je zde ”zdvojen”. Prvni tdaj
vyjadiuje stfedni hodnotu a druhy udaj rozptyl. Pii postupu od zac¢atku do konce sitového
diagramu se oba udaje nacitaji (oddélené stfedni doba trvéni a rozptyl). U koncového uzlu
ztotoznime nejdiive mozny Cas uzlu s nejpozdéji ptipustnym casem uzlu a rozptyl ”vynulujeme”.
P1i postupu zpét smérem k pocateénimu uzlu doby trvani odeéitdme a rozptyly opét nacitame.
Pozndmka. P¥i vybéru ¢innosti, kterd ovlivni nejdfive mozny (nejpozdéji pfipustny) ¢as uzlu,
se Fidime podle stredni hodnoty doby trvani ¢innosti.

Resenyj priklad 2.9. Ve stochastickém projektu v reseném prikladu 2.8 urcete stredni dobu trvdni
celého projektu, jeji rozptyl a urcete, ktere ¢innosti jsou kriticke.

Reseni. N&§ projekt ma stiedni hodnotu doby trvani 40,33 tydnt a rozptyl 3,43 — vypocet je
v diagramu na obrazku 2.7

Pozndmka. Na kritické cesté lezi uzly, které maji v obou dolnich tretinach stejnou stfedni hod-
notu a soucet rozptylt je 3,43.

2.3.1 Pravdépodobnostni vypocty

Pravdépodobnostni vypocty provadime za predpokladu, ze zkoumané terminy jsou nezévislé
nahodné veli¢iny. Tento predpoklad je splnén zpravidla u projekti s velkym poc¢tem cinnosti.
Zdtvodnitelny je zejména u doby trvani celého projektu. Podle centralni limitni véty plati, zZe
rozdéleni ndhodné veli¢iny 7', ktera je souctem velkého poctu nezévislych ndhodnych velicin ¢;;,
se blizi norméalnimu rozdéleni N = (T, 0%(T)).
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24,33
2,93

1,36

14,16 10,17
1,86

Obrazek 2.7: Vypocet kritické cesty v sitovém diagramu — PERT

Vypocdet pravdépodobnosti dodrzZeni planovaného terminu

Tato pravdépodobnost se uréi pomoci hodnot distribuéni funkce ®(z) normovaného nor-
malnfho rozdéleni N (0;1). Nejprve se musi ndhodné veli¢ina T transformovat na normovanou
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promeénnou
0
U— T - T,
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argument funkce ®(x) ve vzorci je zaporny. Hodnotu distribuéni funkce normovaného
normalniho rozdéleni pocitame podle vztahu

O(—u)=1—®(u),u > 0.
Pravdépodobnost dodrZeni terminu je mensi nez 50%.

e Pokud je planovany konec shodny se stfedni hodnotou doby trvani projektu (7}, = Tno),
pravdépodobnost dodrZeni terminu bude 50%.

e Pokud je planovany konec pozdéjsi nez stfedni hodnota doby trvani projektu (7, > Tno),
pravdépodobnost dodrzeni terminu je vétsi nez 50%.

Resenyj priklad 2.10. Stredni hodnota doby trvdni projektu v feseném prikladu 2.8 je 40,33 tydnii

s rozptylem 3,43. S jakou pravdépodobnosti bude projekt ukoncen nejpozdéji v case 42 tydna?

Resend.

42 — 40,33
V3,43

V tabulce distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni k pfislusnému argumentu na-

jdeme pravdépodobnost. Projekt bude ukoncen nejpozdéji ve 42. tydnu s pravdépodobnosti
81,59%.

Pozndmka. Tabulka distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni se nachazi v priloze.

P(TY<42) = ( > = ®(0,90) = 0,8159.

Resenyj priklad 2.11. Stredni hodnota doby trvdni projektu v feseném prikladu 2.8 je 40,33 tydnii

s rozptylem 3,43. S jakou pravdépodobnosti bude projekt ukoncen nejpozdéji v case 39 tydna?

Resend.

39 — 40,33
V3,43

V tabulce distribuéni funkce normovaného normalniho rozdéleni k pfislusnému argumentu (jako

by byl kladny) najdeme pravdépodobnost a tuto pravdépodobnost ode¢teme od 1. Projekt bude
ukoncen nejpozdéji ve 39. tydnu s pravdépodobnosti 23,58%.

P(T < 39) = ® ( ) = &(—0,72) =1 — ®(0,72) = 1 — 0,7642 = 0,2358.

Urcéeni doby trvani projektu pfi zvolené mire rizika

Tuto dobu lze stanovit rovnéz s vyuzitim tabulek funkce ®(z). Je-li velikost rizika r v pro-
centech, v tabulce distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni najdeme argument ¢,
pro ktery funkce ®(t) nabyva hodnoty 1 — 0,1r. Odpovidajici dobu trvani projektu T zjistime
ze vztahu: o

L T-T
oD’

ze kterého vyjadiime dobu trvani projektu 7"

T=T+to(T).
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Resenyj priklad 2.12. Stredni hodnota doby trvdni projektu v feseném prikladu 2.8 je 40,33 tydnii
s rozptylem 3,43. Uréete dobu realizace projektu, kterd bude dodrZena s rizikem 20%.

Resend. 20-ti procentnimu riziku nedokonéeni odpovida 80-ti procentni pravdépodobnost dokon-
¢eni. Pro tuto pravdépodobnost zjistime argument distribuc¢ni funkce ¢ = 0,84. Po dosazeni do
vzorce zjistime pozadovanou dobu

T = 40,33 4+ 0,84+/3,43 = 41,88.
S 80-ti procentni pravdépodobnosti mizeme oc¢ekavat, ze projekt skonci diive nez v ¢ase 41,88 tydne.

Vyuziti statistickych funkci EXCELu

Pro oba vysSe zminéné pravdépodobnostni vypocéty mizeme vyuzit tabulkovy kalkuldtor MS
Excel. Statistické funkce nalezneme v menu VioZit — Funkce — Statistické. Pro zjisténi pravdépo-
dobnosti, Ze projekt skonéi nejpozdéji v uréitém ¢ase, pouzijeme bud funkci NORMDIST (vraci
hodnotu distribuéni funkce normélniho rozdéleni s parametry p a o) nebo funkci NORMSDIST
(vraci hodnotu distribuéni funkce normovaného normélniho rozdéleni).

Priklad 29. Vezméme teseny priklad 2.10. Pokud pro jeho Teseni pouzijeme funkci NORMDIST,
zaddvdme udaje: cas, na ktery se ptame, stredni hodnotu doby trvdani, smérodatnou odchylku
a logickou proménnou soucet viz obrazek 2.8, pokud pouzijeme funkci NORMSDIST, zaddvame

NORMDIST

x| [ER R
stied_hodn | 40,33 | = 40.33
Sm_odch| 1,35 . - 1.85
Soucet | = PRAVDA

= 0.816653149
Vrati hadnatu normalnihe souctového rozdéleni pro zadanou stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku.

Soutet je logickd hodnota: souctovd distribuéni funkce = PRAVDA, hromadna
pravdépodobnostni funkce = NEPRAVDA.

Visledek = 0.816658149
Mapovida k této furke

Obrazek 2.8: Dialogové okno pro funkci Normdist

JiZ normovany casovy udaj, viz obrazek 2.9. V obou pripadech nam Excel vrdti pravdépodobnost,

NORMSDIST
Z 0.302703 [Fe:] = 0.502703

= 0.816658228
Wrati hodnotu standardniho norméiniho souctového rozdéleni. Toto rozdéleni mé stfedni hodnotu
rovnou 0 a smérodatnou odchylku 1.

Z je hodnota, pro kterou cheete zjistit hodnotu rozdéleni,

Vysledek = 0.816558223
Mapovéda k této funkei oK Storno

Obrazek 2.9: Dialogové okno pro funkci Normsdist

Ze projekt skonci v case 42 tydni, nebo case kratsim.

Pro zjisténi Casu, ktery dodrzime s urcitou pravdépodobnosti, miizeme pouzit statistickou
funkci NORMINYV.
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Priklad 30. Vezméme teseny priklad 2.12. Pokud pro jeho tesent pouZijeme funkci NORMINYV,
zaddvdme pravdépodobnost, stredni hodnotu doby trvant a smerodatnou odchylku, viz obrdzek 2.10

NORMINY
Prst|0.8

Stiedni|20.33
sm_odch | 1.552026 (%] - 1852025

= 41,86870441
Vrat inverzni funkei k distribuéni funkd norméiniho souétovéha rozdéleni pro zadanou stfedn’ hodnotu
a smérodatnou odchylku.

Sm_odch je smérodatna odchylka rozdeleni, kladne dslo.

Visledek = 4188870441
Népovéda k tEto funkd

Obrazek 2.10: Dialogové okno pro funkci Norminv

2.3.2 Simulace

Simulace je proces, béhem néhoz pocita¢ napodobuje realné situace. Neznamy parametr se ne-
vypocte zadnymi vzorci, nybrz napodobovanim béhu redlného systému na pocitaci. Simulace se
vénuje systémim pravdépodobnostnim a dynamickym, nebot pravé ty jsou pro analytické feseni
slozité. S modelem se provadi experiment, nastavuji se rizné parametry modelu a zjistuje se jeho
chovani. V simula¢nim modelu jde o statisticky experiment. Vysledek matematického modelu
je presny, vysledkem simula¢niho modelu je odhad. Bez vypocetni techniky by nebylo mozné
rozsahlé vypocty realizovat.
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Cviceni

Cvicent 2.1. Znazornéte pozadovanou ¢asovou zavislost mezi danymi ¢innostmi a oéislujte uzly
pfi splnéni podminky ¢ < j:

a) ¢innosti a, b, a ¢ za¢inaji soucasné; po skonceni ¢innosti a a b mize byt zahdjena ¢innost
d a zacatku ¢innosti e musi predchéazet ukonceni ¢innosti b a ¢

b) a, b, a ¢ zadinaji souc¢asné; ¢innost d lze zahajit po skonceni ¢innosti a; zahdjeni ¢innosti
e musi predchazet ukonceni ¢innosti a a b a ¢innost f lze zahajit az po ukonceni ¢innosti
bac

¢) a, b, a ¢ zacinaji souCasné; ¢innost d muze zacit az po ukondceni ¢innosti a, b, ¢; zac¢atku e
musi predchézet zakonceni ¢innosti b a c.

Cvicent 2.2. Vyzkumny tkol se sklad4 z osmi dil¢ich navzdjem propojenych subetap, z nichz
subetapy I a II mohou zacit soucasné. Na etapu I navazuji subetapy III a IV, na subetapu IV
navazuje subetapa VI a VII. ReSeni subetapy V miize byt zahdjeno aZ po vyfeSeni subetap II
a III a subetapa VIII si vyzada vyreseni subetap V a VI.

a) Zadany névazny proces znazornéte pomoci sifového diagramu.

b) Stanovte, s vyuzitim adaju v nésledujici tabulce, dobu nutnou pro uzavteni celého vy-
zkumu. Které subetapy jsou pro splnéni celého projektu rozhodujici?

c) V ¢asovém planu zjistéte, o kolik tydnt lze prodlouzit dobu feseni nebo oddélit nejdiive
mozny zacatek subetapy II, jestlize pozadujeme, aby feSeni subetapy V zacalo

e v nejdfive mozném zacatku

e nejpozdéji pripustném zacatku

subetapa | doba feSeni
v tydnech

I 8

II 7

111 1

v 6

A% 1

VI 5
VII 8
VIII 5

Cwviceni 2.3. Projekt je zaddn mnozinou ¢innosti a ke kazdé ¢innosti mnozinou bezprostfedné
predchazejicich ¢innosti. Zakreslete hranové ohodnoceny sifovy diagram.

Cinnost | Pfedchtdci

HFODQEHEHOQ® =
=
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Cwvicent 2.4. Projekt je zaddn mnoZinou éinnosti, jejich pocateénimi a koncovymi uzly a dobami
trvani ¢innosti. Nakreslete hranové ohodnoceny sifovy diagram a pomoci metody CPM provedte
casovou analyzu. Naleznéte kritickou cestu a spocitejte celkové a volné rezervy nekritickych
¢innosti.

Cinnosti | Uzly | Doba

A 1,2
1,3
1,4
2,3
2,5
3,5
3,6
4,6
5,6

ot

~mDoQEEHOQw
S N RGNS, JYSCERN N

Cwvicent 2.5. Vystavba hotelu a jeho uvedeni do provozu je spojeno s témito ¢innostmi:
A — Nakresleni a schvaleni projektu
B — Zajisténi stavebni firmy
C — Stavebni fizeni
D — Provedeni zemnich praci
E — Nakup a dovoz zékladniho stavebniho materialu
F — Stavba objektu véetné ndkupu materidlu
G — Vybaveni objektu
H — Vystavba parkovisté
I — Inzerce hotelu
J — Prijeti a zaskoleni zaméstnanct
K - Uprava okoli

Casovy sled téchto ¢innosti je uveden v tabulce.

Cinnost | Pfedchozi | Doba trvani
¢innost v mésicich
A - 5
B A 1
C A 1,5
D B,C 3
E B,C 1
F D.E 25
G F 4
H F 3
I F 1
J I 1
K H 1,5

Pro dany projekt sestrojte sitovy diagram a zjistéte dobu trvani celého projektu.
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Cwvicent 2.6. Urcete, jak dlouho bude trvat realizace projektu ”Zavedeni nového vyrobku na
trh”. Diléi ¢innosti a jejich doby trvani v tydnech jsou uvedeny v néasledujici tabulce.

Cinnost Popis Doba | Predchudce
trvani
A Prizkum trhu 5 -
B Zvazeni rozsahu marketingu a zpusobu prodeje 2 A
C Investice do vybaveni a nabor pracovnikt 6 A
D Volba distribu¢ni sité 3 B
E Vyroba reklamy 8 B
F Vyroba testovaciho vzorku 9 C
G Uzavieni dohod s distribu¢nimi misty 4 D
H Reklamni kamparn 3 E
I Provedeni testi 5 F
J Vyhodnoceni testil 1 I
K Zahajeni sériové vyroby 3 G,H,J

Cviceni 2.7. Projekt ”Zavedeni nového vyrobku na trh” je tvofen jedenacti dilé¢imi tkoly.
Znéame odhady dob trvani jednotlivych tkold, které jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Cinnost Popis

Q5 mij bij Predchudce
A Prizkum trhu 5 ) -
B Zvéazeni rozsahu marketingu a zptisobu prodeje | 1 2 3 A
C Investice do vybaveni a nadbor pracovnikt 4 6 10 A
D Volba distribuéni sité 2 3 6 B
E Vyroba reklamy 5 7 |12 B
F Vyroba testovaciho vzorku 7 8 | 10 C
G Uzavieni dohod s distribu¢nimi misty 3 4 6 D
H Reklamni kamparn 2 3 5 E
I Provedeni testi 3 5 9 F
J Vyhodnoceni testt 1 1 1 I
K Zahajeni sériové vyroby 1 3 4 G, H,J

Zjistéte, jaka je ocekavana doba trvani projektu a jeji rozptyl.

Cwvicent 2.8. Uvazujme cvifeni 2.2 s tim, Ze nezndme piesné doby trvani jednotlivych subetap,
ale pouze jejich odhady, viz nésledujici tabulka.

optimisticky | pesimisticky | nejpravdépodobnéjsi
odhad odhad odhad

I 6 8 7
1I 6 7 7
11 1 1 1
v 4 6 )
A% 1 1 1
VI 4 5 4
VII 7 8 8
VIII 2 5 3

a) Jaka je stfedni hodnota doby trvani projektu a jakd je jeji smérodatna odchylka?
b) Spocitejte pravdépodobnost, ze vyzkumny tkol bude ukonéen do 20 dnu (vcetné).

c) Jaka je pravdépodobnost, Ze se nestihne projekt ukonéit za 20 dna?
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d) Spocitejte pravdépodobnost, ze vyzkumny kol bude ukoncen do 19 dni (véetné).
e) Spocitejte pravdépodobnost, Ze se nestihne projekt ukonéit za 19 dna?

f) Jaka je doba trvani projektu, kterou je mozno dodrzet s rizikem 30%?

Cvicent 2.9. Pred zahajenim fotbalového turnaje je potfeba provést nasledujici ¢innosti:
A — Sestaveni pfipravného vyboru
B - Zajisténi terminu turnaje a hristé
C — Zajisténi adres sportovnich klubt
D — Rozeslani pozvanek
E — Pfijem odpovédi
F — Zajisténi propagace turnaje
G — Zajisténi rozhodcich
H - Zajisténi sponzorti turnaje
I — Zajisténi vécnych cen
J — Zajisténi ubytovani a stravovani hracu

Casovy sled uvedenych ¢innosti spolu s optimistickym, pesimistickym a nejpravdépodobnéjsim
odhadem dob jejich trvani (ve dnech) je uveden v nasleduji tabulce.

Cinnost | Predchtidce aij | bij | myj
A — 2 4 3
B A 2 2 2
C A 2 5 3
D B, C 2 2
E D 14 | 14 | 14
F E 2 2 2
G B 2 4 3
H E 5 |10 7

I H 2 4 3
J E 1 4 2

1. Pro dany projekt sestrojte sifovy diagram.
2. Stanovte o¢ekdvanou nejdrive moznou dobu zahdjeni turnaje a jeji rozptyl.

3. Za predpokladu, ze termin konani turnaje byl zvolen 35 dni po zahdajeni pfiprav, s jakou
pravdépodobnosti se tento termin stihne?

4. Stanovte nejdiive mozny zacatek zajistovani vécnych cen, ktery bude realizovatelny s 95%
pravdépodobnosti.
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Vysledky

Vysledky 2.1

Poznamenejme, ze ¢islovani uzlt nemusi byt jednoznacné. Ze zadani vyplyva, ze ¢islo koncového
uzlu ma byt vétsi, nez Cislo pocatecniho. I pfes splnéni tohoto pozadavkulze ocislovat uzly v
grafu riznymi zptsoby.

Vysledky 2.2
Sitovy diagram je mozné nakreslit i s fiktivnimi ¢innostmi, vysledny ¢as projektu se tim nezméni.
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b) Doba potfebna k dokonceni vyzkumu je 24 tydni. Kritické jsou subetapy I, IV, VI, VIIIL.

c) e VR =2 tydny,
o C'Rrr =11 tydni.

Vysledky 2.3
Sitovy diagram je mozné nakreslit i s fiktivnimi ¢innostmi, vysledny ¢as projektu se tim nezméni.

Vysledky 2.4

Sitovy diagram se shoduje s diagramem v piedchozim cviceni. Kritickd cesta vede mezi uzly
1—-2—3— 5 — 6, doba trvani projektu je 17 ¢asovych jednotek. Rezervy jsou C'Ri3 = 6,
VRi3 = 6, CRy4 = 2, VR4 = 0, CRos = 2, VRys = 2, CR3s = 7, VR3g = 7, CRy = s
CRyg = 2.

Vysledky 2.5
Doba trvéani projektu je 39 mésict, kritické cesta je znézornéna v sifovém diagramu.

Vysledky 2.6
Doba trvéani projektu je 29 tydn, kritickd cesta je znazornéna v sitovém diagramu.
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Vysledky 2.7
Sitovy diagram je shodny s diagramem v pfedchozim cvic¢eni, doba trvéni projektu je 29,17
tydnti, smérodatna odchylka je 1,66.

Vysledky 2.8 a) Stfedni hodnota doby trvani projektu je 19,33 tydnii, smérodatnéd odchylka
je 0,71.

19,7 tydntL.

Vysledky 2.9 1. Fiktivni ¢innosti v sitovém diagramu jsou nutné, opét vSak plati, Zze pokud
diagram bude s vice fiktivnimi ¢innostmi, doba trvani projektu se neméni.

2. Odekavana nejdiive mozna doba trvani turnaje je 32,3, rozptyl je 1, 16.
3. 99,32%.
4. 31 dni.
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2.4 Casové-nikladova analyza

Metoda CPM a PERT ptihlizi pouze k ¢asovym vztahim v projektech, pritom optimalni ¢asovy
rozvrh ¢innosti nemusi byt vzdy hospodarny. Zakladnim kritériem efektivnosti projektu jsou
zpravidla naklady spojené s jeho realizaci a ty tizce souviseji s dobou trvéani.

Naklady

Ndklady neprimé — souvisi s realizaci projekt jako celku (rezijni nédklady, ztraty vzniklé pozd-
nim dokon¢enim projektu). Jsou rostouci funkci doby trvani projektu (my budeme pfedpokladat
linedrni zavislost).

Ndklady primé — souviseji s jednotlivymi ¢innostmi (material, mzdy). Soué¢tem pfimych na-
klad® na jednotlivé ¢innosti ziskdme primé néklady na cely projekt. Piimé ndklady na realizaci
¢innosti (4, j) v Case (t;j) oznacime (c;;) . Budeme predpokladat opét linearni zévislost na dobé
trvani (v tomto pfipadé funkce nerostouci — se zkracenim doby trvani rostou néklady). Tvar
nakladové funkce odvodime podle téchto pojm:

e (D;;) normélni doba trvani ¢innosti (4, j), které odpovidaji minimalni naklady (c;;)(D)

e (dij) krajni doba trvani ¢innosti (7,7) pii maximalné intenzivnim rezimu s vysokymi

néklady (Cij ) (d) .

Pfimka KN aproximuje graf zavislosti pfimych naklad na dobé trvani pfislusné ¢innosti. Rovnice

¢,

-~V

Obrazek 2.11: Graf pfimych nakladd

této primky je:
cij = bij — aijtij,
kde
Y Dij — di;

bij = ai;d;; + Cz‘j(d).
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Pro cely projekt lze thrnné naklady vyjadrit takto:
Cp =Y (bij — aitij)
(i.j)ep
Koeficient a;; piedstavuje nakladovy spad mezi dvojici bodi odpovidajicich normélnimu a ma-
ximalné intenzivnimu rezimu (v opa¢ném sméru jde o nakladovy rist).

2.4.1 Minimalizace pfimych nakladu pri dané dobé trvani projektu
Pro pfimé néaklady spojené s realizaci celého projektu v ¢ase T plati:
Z Cij(D) éCp S Z Czj(d)

(i,5)EP (i,j)€P
P1i zachovani doby trvani projektu 7' lze tyto naklady snizit prodlouzenim doby trvani nekri-
tickych c¢innosti az do dosazeni jejich normalni doby trvani a az do vycerpani jejich ¢asovych
rezerv (zpravidla volnych).
Reseny priklad 2.13. Zjistéte, zda je mozné snizit primé ndklady na projekt, ktery je popsdn
v ndsledujici tabulce. Predpoklddejte, Ze realizace vsech ¢innosti jsou pldnovdany podle dob trvani

tij-
(4,4) | tij | dij | Dij | ¢ij(d) | cij(D)
(1,2) | 3 | 3| 4 | 23 20
(1,3)| 4| 3| 5 | 17 15
253 2] 5| 16 10
3,4 3| 2| 4 | 26 22
3,5 | 75| 7| 38 30
(45 11| 1] 10 10

Reseni. Nejprve si sestrojime sifovy diagram a uréime kritickou cestu.

Dale je nutné dopocitat koeficient nakladového spadu a volné rezervy pro vSechny nekritické
¢innosti a naklady vztazené ke skutecné dobé trvani projektu pro vSechny cinnosti.

Pozndmka. Naklady vztazené ke skutecné dobé trvani se vypocitaji na zakladé nékteré krajni
doby trvani a nakladu, které se k ni vztahuji a koeficientu nakladového spadu. Napriklad pro
¢innost (1,3) se k intenzivnimu rezimu (doba trvani 3 ¢asové jednotky) vztahuji naklady 17 né-
kladovych jednotek. Pokud je skuteénd doba trvani 4 ¢asové jednotky (o jednu jednotku vice
nez intenzivni rezim), skuteéné naklady se zméni (snizi — prodluzujeme dobu trvani — snizujeme
tim pfimé néklady) o jeden krat koeficient nédkladového spadu pro tuto ¢innost (1% 1). Naklady
pri skutecné dobé trvéani ¢innosti (1,3) jsou 16 nakladovych jednotek.
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i,J) | tij | dij | Dij | cij(d) | cij(D) | aij | VRij | ci5(2)
(1,2)| 3| 3| 4 23 20 3 0 23
(1,3)| 4| 3| 5 17 15 1 - 16
2,5)| 3] 2] 5 16 10 2 5 14
3,4 3| 2| 4 2% 22 2 0 24
3,5 | 7|5 | 7| 38 30 4| - 30
45| 1] 1| 1 10 0w | - 3 10

S realizaci daného projektu jsou spojeny piimé naklady ve vysi 117 nédkladovych jednotek (NJ).
Tyto naklady lze snizit u nekritické ¢innosti (2,5) o dvé ¢asové jednotky (minimum z volné
rezervy a rozdilu mezi normélni a skuteénou dobou trvani min(V Ras; (Das — to5)). Naklady
klesnou o 4 NJ (ags * (D25 — tos) = 2% 2), tedy 117 — 4 = 113.

Pozndamka. Prodluzujeme dobu trvani nekritické ¢innosti (7, j) maximélné o dobu
min(VRij; (D” - tij))

a piednostné prodluzujeme ¢innosti s velkym koeficientem nakladového spadu a;;.

2.4.2 Stanoveni optimalni doby trvani projektu

7 hlediska efektivnosti je optimélni doba trvani charakterizovand minimélnimi celkovymi né-
klady, které jsou souctem pifimych a nepfimych nakladt. Jak jiz bylo uvedeno, primé néklady
se pri zkracovani doby trvani ¢innosti zvysuji a nepfimé naklady se snizuji. Pfi optiméalni dobé
trvani projektu jsou celkové naklady nejnizsi. Tato doba se nalezne tak, Ze se zkracuji doby

celkové naklady

-———-"/

—

nepfimé naklady

\

pfimé naklady

Topt

Obrazek 2.12: Graf celkovych nakladt

svvs

vého rustu). Kritické ¢innosti se zkracuji vzdy do dosaZeni krajni doby trvani. Pii takovémto
zkracovani miize dojit ke vzniku dalsi kritické cesty, kterou je nutné potom také sledovat.

Reseny priklad 2.14. Naleznéte optimdlni dobu trvdni projektu, ktery je popsdn v ndsledujici
tabulce. Neprimé ndklady jsou 5 NJ na kaZdou casovou jednotku.
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(4,4) | dij | Dij | cij(d) | ¢ij(D) | aij
(1,2) [ 3 | 4 23 20 3
(1,3) | 3| 5 17 15 1
2,5 | 2| 5 16 10 2
(3,4) | 2 | 4 26 22 2
3,5 | 5| 7 38 30 4
(4,5 | 1| 1 10 10 -

Regend. Vychazime z normélnich (nejdelsich moznjch) dob trvani jednotlivych ¢innosti. Spoci-
tame kritickou cestu (viz obrézek).

Do tabulky si budeme zapisovat, jakd je skutecnd doba trvani projektu, u které ¢innosti
zkracujeme dobu trvani a jak se pfi tom méni ndklady. Na kritické cesté lezi ¢innosti (1,3) a
(3,5). Nizsi koeficient nakladového ristu ma ¢innost (1, 3), proto zacneme s jejim zkracovanim.
Nejprve ji zkratime o jednu éasovou jednotku (z 5 na 4 CJ). Tim se zkrati doba trvani celého
projektu z 12 na 11 CJ. Nepiimé naklady se snizi o 5 NJ (ze 60 na 55 NJ), piimé naklady vzrostou
o 1 NJ (koeficient ndkladového ristu a3 krat doba, o kterou jsme ¢innost (1, 3) zkratili). Celkové
néklady jsou 163 NJ (soucet pfimych a nepiimych naklad pro danou dobu trvani).

Pozndmka. Pti kazdém zkraceni doby trvani nékteré kritické ¢innosti a tim i celého projektu je
pottfeba zkontrolovat, jestli neexistuje jesté jina cesta, kterd by byla stejné dlouha jako ptivodni
kriticka. Pokud by toto nastalo, v dalsim kroku by se musely zkracovat obé tyto cesty, aby doslo
ke zkraceni doby trvani projektu.

Cinnost (1, 3) lze zkratit jesté o 1 CJ, tim se zkrati doba trvani celého projektu z 11 na 10 CJ.
Neptimé néklady klesnou na 50 NJ a piimé néklady vzrostou na 109 NJ, celkové néklady jsou
pak 159 NJ. Cinnost (1,3) nelze jiz dale zkracovat (nejkratsi moznéa doba jsou 3 CJ — intenzivni
rezim), proto se podivame na dalsi ¢innost lezici na kritické cesté. Kritickd cesta je porad jen
jedna (lezi na ni ¢innosti (1,3) a (3,5)), a jedina ¢innost, kterou mizeme zkracovat je ¢innost
(3,5). Tuto ¢innost zkratime ze 7 na 6 CJ, tim se zkrati doba trvani projektu na 9 CJ, nepfimé
naklady jsou 45 a piimé néklady 113 NJ, celkové pak 158 NJ. Nyni jsou dvé cesty v sitovém
diagramu, které maji stejnou dobu trvani (druhé kritickd cesta prochézi uzly 1 — 2 — 5.
Cinnost (3, 5) jesté mtzeme zkrétit ze 6 na 5 CJ, projekt by mél projekt trvat pouze 8 CJ. V tuto
chvili je nutné zkratit i nékterou ¢innost na druhé kritické cesté. Nejnizsi koeficient nakladového
riistu m4 ¢innost (2,5), budeme zkracovat z 5 na 4 CJ. Nyni (po zkraceni obou kritickych cest)
projekt trva 8 CJ. Nepiimé naklady jsou pii takové dobé trvani 40 NJ, piimé naklady vzrostou
0 6 NJ (zkracenim €innosti (3, 5) vzrostou o 4 NJ a zkracenim ¢innosti (2,5) vzrostou o 2 NJ).
Pokud projekt trva 8 CJ, celkové néklady jsou 159 NJ, coz je vice, nez pii dobé trvani projektu
9 CJ. Kdybychom zkracovali dobu trvani déle, celkové néklady by vzriistaly. Optimalni doba
trvani projektu je 9 CJ.
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T (Z,j) tij Acij NN | PN | CN

12 - - - 60 | 107 | 167

11| (1,3)| 4 1 | 55 | 108 | 163

10[(1,3) 3] 1 | 50 | 109 159

9 [ (35 ] 6| 4 | 45 | 113 ] 158

8 | 3,5 | 5| 4 | 40 | 119 | 159
(2,5) | 4 | 2
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2.5 Casové zdrojova analyza

S realizaci projektu je vzdy spojeno ¢erpani zdroji (prace, material, finance, atd.). V fizeném
projektu je snaha ¢erpani zdroji rovnomeérné rozlozit na celou dobu trvani projektu. V nékterych
pripadech pii vzniku kapacitnich $pi¢ek vznikne nedostatek zdroje (jeho potieba prevysuje jeho
disponibilni mnozstvi). Souctova ¢ara (diagram potfeby zdroji) - graficky vyjadiuje thrnné
naroky na zdroje v kazdém okamziku trvani projektu za predpokladu, ze kazda ¢innost zacne ve
svém nejdrive mozném zacatku. Souctova ¢ara méni sviij prubéh v okamziku, kdy zacind nebo
kon¢i néjaka ¢innost.

Reseny priklad 2.15. Zjistéte, zda projekt popsany v ndsledujici tabulce lze zvlddnout se Sesti
pracovniky (zdroji). Pocet zdroji potrebniych pro jednotlivé ¢innosti jsou uvedeny rovnéz v ta-
bulce.

(l,]) ti]’ VR” CR” de]e
1,2) [ 3] 0 5 2
(1,3) | 4 | - - 3
2,5)| 3| 5 5 5
3,4 3] 0 3 2
3,5 | 7] - - 1
(4,5 | 1] 3 3 4

Resenid. Nejprve znézornime pomoci linedrniho Ganntova diagramu jednotlivé éinnosti, jak pro-
bihaji v ¢ase a jak na sebe navazuji (viz obrazek 2.13). Potfeba zdroji na jednotlivé ¢innosti
je zapsand v obdélniku znazornujici prislusnou c¢innost v ¢ase. Dalsi krok v feSeni je zjisténi

¢innost

(1.2) 2

(1.3) 3

Obrézek 2.13: Gannttiv diagram

souhrnné potieby zdroji v Case.

Casovy interval | (0;3) | (3;4) | (4;6) | (6;7) | (7;8) | (8;11)
Potteba zdroje 5 8 8 3 5 1

Prehledné Ize znazornit sou¢tovou carou, viz obrazek 2.14
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Obrazek 2.14: Souctova ¢ara

V ¢asovém intervalu (3;6) je potfeba pracovniki 8. Vzhledem k tomu, ze k dispozici je
pouze 6 pracovnikil, je nutné nedostatek zdrojt resit. Jedna moznost, jak v ¢asovém intervalu
(3;6) zvySeny narok na zdroje odstranit, je, Ze vyuZijeme volnou ¢asovou rezervu ¢innosti (2, 5)
a zahajime tuto ¢innost az v ¢ase 8 (misto puvodniho zacatku v Case 3), ktery je jejim nejpoz-
déji pripustnym zacatkem. Potrebu zdroji v ¢ase opét zndzornime pomoci souctové cary, viz

obrazek 2.15

10

Obrazek 2.15: Souctova ¢ara — po uprave

P1i posouvani zacatki ¢innosti se nejprve cerpaji volné a nakonec celkové rezervy. Pii vyuziti
celkovych rezerv je potfeba hlidat i ¢innosti, které na odsouvanou ¢innost navazuji a odsunout je
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téz. Jind moznost, jak vyTesit nedostatek zdroji, je prodlouzit dobu trvani nekritickych ¢innosti,
¢imz se také snizi potieba zdroje na tuto ¢innost v pribéhu casu.

Pomoci soucCtové cary lze zjistit ¢asovy interval, ve kterém je narok na zdroj vétsi nez jeho
disponibilni mnozstvi. Pokud se nepodaii toto snizit s vyuzitim casovych rezerv nekritickych
¢innosti, tpravy casového priubéhu se projevi prodlouzenim doby trvani celého projektu.
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Cvicdeni

Cvicent 2.10. Projekt se skladé ze Sesti dil¢ich ¢innosti, které na sebe navazuji (viz nasledujici
tabulka):

Cinnost A|B|C|D|E|F
Pfedchidce | - | - | A| A | B|C

O ¢innostech méate k dispozici dalsi tdaje (viz dalsi tabulka), na zakladé kterych

1.

2.

1.

minimalizujte pfimé naklady na projekt pri dané dobé trvani;

zjistéte optimalni dobu trvani, pfi které jsou minimélni celkové naklady (nepfimé néklady
pocitejte 3 nakladové jednotky na jednotku trvani);

zjistéte, zda lze dodrzet naplanovand doba trvani (kazda ¢innost trva t¢;;), pokud mate k
dispozici pét pracovnikii.

Cinnost (i,j) | t;j | dij | Dij | cij(d) | ¢;(D) | pracovnici
A2 |10 8 | 12| 24 20 2
B(1,3 |8| 8|10/ 10 6 3
C (2,4) 1 1 3 12 6 1
D25 | 5|3 | 6| 18 9 2
E@35 | 4] 3|5 | 14 12 2
F (4,5) 22| 2] 10 10 2

subetapa | d;; | Di; | ¢ij(D) | cij(d) | potfeba technikt

I 6 8 9 12 4

II 6 7 7 10 3

II1 1 1 3 3 1

v 4 6 15 18 5

A% 1 1 ) ) 2

VI 4 5 8 11 2
VII 7 8 13 15 6
VIII 2 ) 4 6 1

Provedte analyzu zéavislosti celkovych nékladt na dobé trvani celého vyzkumu za pred-
pokladu, ze vyzkumné prace si vyzadaly modernizaci laboratorniho zafizeni v hodnoté
300 tisic K¢ a ze na vyzkum je vazana jedna administrativni pracovnice s denni odménou
200 K¢. Jaka je optiméalni doba fesSeni vyzkumného tkolu z hlediska minimalizace celkovych
nakladt a které subetapy by musely byt kviili tomu zkraceny.

. Lze pfi puvodné stanovené dobé trvani 24 tydnt jesté snizit pfimé naklady? Jakym zpt-

sobem?

Jak se zméni optimalni ¢asovy rozvrh praci na jednotlivych subetapach (proti ptvodnimu
planu), jestlize se na jejich feSeni podileji technici v omezeném poctu 77
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Vysledky

Vysledky 2.10
Sitovy diagram:

1. Minimalni pfimé naklady pii dané dobé trvani jsou 78 nakladovych jednotek.
2. Optimalni doba trvani projektu je 14 ¢asovych jednotek.
3. Lze, ale v ramci volné rezervy odsuneme ¢innost (4,5) o dvé ¢asové jednotky.

Vysledky 2.11 1. Optimalni doba trvani projektu je 22 tydnt. Zkratit je nutné VIII. sube-
tapu na 3 tydny. Minimalni celkové néklady jsou pak 387333 K¢.

2. Nelze, protoze jak vyplyva ze zadéani, pti vypoctu kritické cesty, kterd je 24 tydnti, jsme
vychéazeli z toho, Ze vSechny ¢innosti jsou provadény s maximéalni dobou trvani. Z toho
dtivodu je jiz nelze prodluzovat a snizovat tak primé naklady.

3. Doba trvani projektu se prodlouzi na 27 tydni.



Priloha A

Softwarova podpora

V této kapitole popiSeme software, ktery je mozné vyuzit pro feSeni rozhodovacich problém,
kterymi jsme se v téchto skriptech zabyvali.

e Solver Modul Resitel (v anglické verzi Solver) je uréen pro feseni linedrnich i nelinearnich

tloh matematického programovani. Pro ilustraci feSeni alohy linedrniho programovani po-
moci tohoto modulu pouzijeme nasledujici priklad:
Obchodnik s bylinnymi ¢aji nakoupil od péstiteltt a sbérateli bylin 3 kg usuSené maty
(5% odpadu) a 1,5 kg ususené tiezalky (8% odpadu). Z téchto bylin chce ptipravit sacky
s hmotnosti 10 g jednak s ¢istou matou, jednak se smési maty a trezalky. Uvazuje dva
druhy smési, a to smés I, ve které bude pomér maty a trezalky 3:2, a smés II, ve které
budou obé tyto byliny zastoupeny stejnym dilem. Predpoklddany zisk z prodeje jednoho
sacku uvazovanych druhti ¢aje je po fadé 2 K¢, 3 K¢, 2 Ké. Kolik sacki s matou, se smési
I a se smési II ma obchodnik z nakoupenych bylin pripravit, aby si jejich prodejem za-
jistil co nejvétsi zisk? Neznamé veli¢iny v dané tloze predstavuji pocty sackt naplnénych
jednotlivymi druhy ¢aji, a to:

r1 ... pocet sackl s matou,
To ... pocet sackl se smési I,
r3 ... pocet sackn se smeési II.

Po odecteni 5% z nakoupeného mnozstvi maty a 8% z nakoupeného mnozstvi tfezalky bude
k dispozici 2850 g maty a 1380 g trezalky. Omezeni, ktera jsou dana témito mnozstvimi,
jsou vyjadfena nerovnicemi:

10x1 + 622 + b3 < 2850
4o + bx3 < 1380

Ucelova funkce predstavuje zavislost zisku na poctu sackd s jednotlivymi druhy &aji a je
tedy tvaru:

21 4+ 3x2 + 223 — max

Aby tloha dévala smysl, je nutné, aby vsechny proménné nabyvaly pouze nezapornych
hodnot. Nastaveni této podminky bude zminéno dale v textu.

Prvnim krokem pri praci s modulem Solver je pfiprava vstupnich dat prislusného matema-
tického modelu na list tabulkového procesoru. Uspotfadani téchto dat mize byt v podstaté
libovolné, ale musi byt dodrzena jista pravidla, kterd optimaliza¢ni modul vyzaduje. Obra-
zek A.1 ilustruje, jak mohou byt ve spreadsheetu rozvrzena vstupni data vyse uvedeného
ptikladu (v ordmovanych oblastech jsou zapsany povinné tdaje; ostatni zapisy v tabulce
usnadniuji orientaci ve vstupnich a vystupnich datech fesené tlohy).

130
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Obrazek A.1: Zadéavani vstupnich udaji

Aby bylo mozné zapsat ve spreadsheetu jednotlivé omezujici podminky, je tfeba nejdrive
vyjadrit jejich levou stranu, a to pomoci skalarniho soucinu vektoru strukturnich koefi-
cientll s vektorem neznédmych. Je potieba vymezit prostor - adresy bunék, kde budou
”umistény” neznamé, a tuto adresu dodrzovat pii psani vSech podminek a tcelové funkce.

Za predpokladu, ze vektor nezndmych bude ulozen v bunkidch B10 az D10, leva strana
prvniho omezeni feSené tlohy je ddna funkci = SOUCIN.SKALARNI (B4:D4;B10:D10)
(v anglické verzi jde o funkci SUMPRODUCT) a je zapsdna do buiikky G4. Funkci souéin
skalarni naleznete mezi matematickymi funkcemi, kde po vyvolani této funkce vyplnite
dialogové okno, jako pole 1 oznacite bunky s koeficienty levé strany omezujici podminky,
jako pole 2 oznacite bunky s neznamymi. Zkopirovanim této funkce do bunky G5 pfi fixaci
adres bunék, ve kterych jsou uloZeny jednotlivé neznamé, ziskame levou stranu druhé
omezujici podminky.

Ucelovou funkci linedrniho optimalizacniho modelu lze téz vyjadrit jako skaldrni soucin
vektoru koeficientii v ticelové funkcei s vektorem neznamych. Tento souc¢in mé pro fesenou

tilohu tvar = SOUCIN.SKALARNI(B7:D7;B10:D10) a je ulozen v butice E10.

Po ukonceni ptipravy vstupnich dat lze aktivovat vlastni optimaliza¢ni modul vyvolanim
nabidky Resitel v ramci menu Ndstroje (Tools). V dialogovém okné ” Parametry resitele”
(Solver Parameters) je potom nutné zadat nasledujici informace:

1. adresu burky, ve které je vzorec pro vypocet hodnoty tcelové funkce (Nastavit buriku
- Set Target Cell)

2. charakter kritéria optimality, tj. Rovno: Max, Min, Hodnota (equal to: max, min,
value of); zvoli se maximaliza¢ni nebo minimaliza¢ni charakter ¢elové funkce nebo -
pokud jde o feseni ulohy, jejimZ cilem je nalezeni pozadované hodnoty tucelové funkce
- po volbé ” Hodnota” se zadd pozadované cislo

3. oblast proménnych (nezndmych) modelu, tj. Ménéné burnky (by Changing Cells)

4. Omezujici podminky (Subject to the Constraints); po volbé Pridat (add) se v dialo-
govém okné ” Pridat omezujici podminky” zadéavaji tii polozky, a to:

— Odkaz na buriku (Cell Reference), tj. adresa buniky obsahujici vzorec pro vypocet
levych stran jednotlivych omezujicich podminek
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— Typ omezeni (Relation), coz je jedna z moZnosti <,> =, celé (integer) nebo
binarni (binary)

— Omezujici podminka (Constraint Value), kterd muze byt reprezentovana bud
adresou bunky obsahujici pravou stranu prislusného omezeni, nebo miize byt
vlozena z klavesnice jako konstanta

Omezujici podminky lze definovat bud kazdou zvlast, nebo v bloku, jestlize jde o pod-
minky se stejnym typem omezeni. Blokovy zapis podminek je vyhodny napf. pii zapisu
podminek nezdpornosti jednotlivych nezndmych, kdy jako ”Odkaz na buiiku” zadame blok
proménnych a po volbé > napiSeme jakozto ” Omezujici podminku” v dalsim dialogovém
okénku nulu. Okno ”Parametry fesitele” je pro feSenou ulohu zobrazeno na obrazku A.2:

2i

Maskayit burki: & Resit I

—Pllﬂognn;n:é huﬁkvf: i S Lo ID Zawit I
[$B$10:4D410 S| Odhad |

—omezujici podminka: Ma3nasti

$E$10:40$10 == 0 —~ -
5544035 <= $F§4:4F$5 _I PFidat |
Zmenit |

;I Odstranit |

Wynloat

it B

MapovEda

Obrazek A.2: Vyplnéni dialogového okna ”Parametry Resitele”

V dialogovém okné ”Parametry feSitele” je mozné nastavit jesté dalsi parametry, a to
v nabidce Moznosti (Options). V dialogovém okné ”Moznosti Fesitele” je mozné volit
predevsim tyto parametry:

— maximalni ¢as (Max Time), ktery pfedstavuje pocet sekund, po jehoz uplynuti je
vypocet prerusen (standardné 100 sekund)

— iterace (Max Iterations), tj. pocet iteraci, po jehoz dosazeni je vypocet pferusen a
uzivateli je nabidnuto feSeni z posledni iterace (standardné nastaveny pocet iteraci je
100)

— presnost (Precision), se kterou musi souhlasit levd a prava strana omezujici pod-
minky tak, aby byla tato podminka povaZzovana za splnénou (standardni nastaveni je
0.000001)

— tolerance (Tolerance), kterd predstavuje v procentech vyjadienou odchylku pro celo-
Ciselné feseni (standardné 5%)

— linearni model (Linear Model), ktery je uziteéné zapnout pii FeSeni uloh linearniho
programovani (standardné tento pfepina¢ neni zapnut)

— nezapornd ¢isla - pokud vime, zZe vSechny proménné mohou nabyvat pouze nezapor-
nych hodnot, zapneme tuto moZnost a nemusime zadavat podminky nezapornosti
jednotliveé.

Po volbé parametrt se z okna ,,Moznosti Tesitele“ vratime do okna , Parametry resitele“
volbou OK a spustime feseni zadané tlohy volbou Resit (Solve). Po ukonceni vipoctu
je zobrazeno dialogové okno ,Vysledky feseni“ (Solver Results) s informacemi o tom, zda
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bylo nalezeno optimalni feseni (” Resitel nalezl feseni, které spliiuje véechny omezujici pod-
minky” — Solver found a solution. All constraints and optimality conditions are satisfied.)
nebo zda tloha je neiesitelna (,ReSitel nenalezl vhodné fegeni“). V piipadé fesitelnosti
tlohy se v listu se vstupnimi daty zobrazi optimalni hodnoty jednotlivych proménnych,
odpovidajici hodnoty levych stran omezeni a odpovidajici hodnota tcelové funkce. Pro fe-
Senou ulohu se tabulka na obrazku A.1 transformuje na tabulku na obrazku A.3, ze které
vyplyva, Ze maximélni zisk ve vysi 1191 K¢ zajistuje vyroba a prodej 78 sackti s matou a
345 sackn se smési I, ve které je 60 % maty a 40 % tiezalky. Bude spotfebovdno veskeré
mnozstvi ususené maty i tfezalky.

X Miciozoft Excel - caje.sds =153
(DR SRY|sBRT |- A& =~ 47 0S8 -8

| el cE cw0 - B U EETET%, B FEE _-5-A-

[ sour wwjnmm Eomét Nistole Data Qino Nipogida el

Hiz bt =
A B (5 D E F G [ H | J K L M ]

i g
2| Mata  Smés| Smés PS LS

2

4 |Mata |10 3 5| |za-30 2850

5 |Trezalka 4 5 1380 1380

B

7 |Zisk 2 3 2

8 |

8 Mata  Smés| Smés | Tisk

10 |Optimum 78 345 [EEE]]

1

12| —

13

14|

15|

18|

17]

18]

19]

2N

21| L
2
||:n1.b Mibuistr (st [ Uets [41 | [

Obréazek A.3: Vysledky ziskané ReSitelem

Pokud dana tloha ma optimalni feseni, v dialogovém okné ” Vysledky feseni” je mozné
se rozhodnout pro volbu ”Uchovat feSeni” (Keep Solver Solution) nebo ”Obnovit pi-
vodni hodnoty” (Restore Original Values) a ziskat podrobnéjsi informace o vypoc¢teném
optimélnim FeSeni pomoci Zprav (Reports), z nichz kazdd je umisténa do automaticky

vygenerovaného samostatného listu. V nabidce jsou tii druhy zprév:

— Vysledkova zprava (Answer Report) obsahuje jednak informace o ptivodnich a ko-
neénych hodnotach strukturnich proménnych a tcelové funkce, jednak informace o
vztahu mezi hodnotami pravych a levych stran jednotlivych omezujicich podminek
vcetné podminek nezapornosti vSech proménnych

— Citlivostni zpréva (Sensitivity Report) obsahuje intervaly stability pro pravé strany
omezujicich podminek a pro koeficienty v ucelové funkci.

— Limitni zpréva (Limit Report) uvadi, jak se méni hodnota optimaliza¢niho kritéria
pfi zméné hodnot proménnych v danych mezich.

Vysledkova zprava resené tlohy je zobrazena v tabulce na obrazku A.4. Citlivostni zprava
a udaje z ni ziskané zde nejsou uvadény a vysvétlovany, pokud by ¢tenaf potieboval vice
informaci o této problematice, doporuc¢ujeme [5] nebo [3].

LINKOSA

Modul LINKOSA je soucasti baliku doplriki, které pracuji nad Excelem. Tyto dopliky
vytvorili pracovnici Katedry opera¢ni a systémové analyzy PEF CZU v Praze. Prace s
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oo Micros oft Excel-8.0-Viy sledkova: | I I i
zpravan

|List:-[caje.xIs]List1n

Zprava-vytvorena:-13.11.2002-9:31: 150

Mastavovana -bufika-(Max)= |
Buikar Nazevn P[lvudni-hodnutan: Koneénéa-hodnotan 1
BE$10= Optimum-Zisk= 0 1191 | 1

[MEnéné-bufiky= [ ! ! ! i
Bunkat Nazewvd Puvodni-hodnotad Koneéna-hodnotan | 1

$B6%10= Optimum-Méatas= 0 78
$C%10= Optimum-Smés-|= 0 345
$0%10= Optimum-Smés-|l= 0 0

|Omezujici-podminky= i T i - 4

Buikar Nazevo Hodnota-buikyn Vzoreco Stavo | Odchylkat
$GE4a |Matan 2850{3G54<=3F4a Platiz 0
$GE5a |Trezalka= 1380 5G5<=5FF5= Platiz 0:
$B8%10= Optimum-Mata= 78/5B8510>=0= Neplatiz 78
$CE10= Optimum-Smés-|= 345 5C510==0= MNeplatiz 345
$0510= Optimum-Smés-ll= 0{$D$10>=0= Plati= 04

Obréazek A.4: Vysledkova zprava v Excelu

témito dopliky je uzivatelsky velmi prijemnéa. Stac¢i zadat pouze vstupni data a vyvolat
doplnék (v nasem piipadé LINKOSA). V dialogovém okné vyplnime poZzadované vstupni
udaje (mysi oznaéime burtiky, ve kterych jsou tyto idaje naeditovany). Po spusténi vypoctu
mizeme kromé vysledkt ziskat i posledni ¢ast simplexové tabulky a intervaly stability
pravych stran a cen. Pro feSeni distribu¢nich tloh slouzi modul DUMKOSA.

DS WIN

Tento program obsahuje moduly, které fesi typy tloh z oblasti optimalizace. My mtzeme
vyuzit modul Linedrni programovani a Sitova analyza. Po vyvolani pfislusného modulu
pouze vypliiujeme tudaje, které tento modul pozaduje (uzivatel je veden pomoci dialogo-
vych oken). Opét v pfipadé tloh linedrniho programovani ziskame i koneénou simplexovou
tabulku i intervaly stability. S programem se pracuje velmi pohodlné.



Priloha B

Tabulka hodnot distribucéni funkce
normalniho normovaného rozdéleni

()

[ = [[ 0,00 0,01 0,02 003 004 005 006 007 008 009 |
0,0 [[ 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 || 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 || 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 || 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 || 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 06736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 || 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 || 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 || 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 || 0,7881 10,7910 10,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 || 08159 0,8186 0,8212 0,8238 10,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 || 0,8413 0,8438 10,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 || 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 || 0,8849 0,8869 10,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 || 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 09115 0,9131 0,9147 09162 0,9177
1,4 || 0,9192 0,9207 0,9222 09236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 || 0,9332 0,9345 0,9357 09370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 || 0,9452 0,9463 0,9474 09484 0,9495 10,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 || 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 || 0,9641 0,9649 10,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 || 0,9713 0,9719 0,9726 09732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 09761 0,9767
2,0 || 09772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 09812 0,9817
2,1 [| 0,9821 10,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 || 09861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 || 0,9893 10,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 || 09918 10,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 || 0,9938 10,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 || 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 || 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 09973 0,9974
2,8 || 09974 10,9975 0,9976 0,9977 10,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 || 0,9981 10,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 || 0,9987 10,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
3,1 [ 09990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
3,2 || 09993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
3,3 || 09995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
3,4 || 0,9997 10,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998

d(z)=P(X <z), ®(—x)=1-3(2)
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